Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 14 Giugno 2001

1. Posto & = {z € C: |2] < 2}, trovare un esempio di una funzione
f @ — C continua in tutto £ e di un cammino chiuso v (con sostegno

~* € Q) tali che
/f(z) dz=3.
v

La funzione f che avete indicato & olomorfa?

2. Dati un sottoinsieme misurabile £} di R" ed una funzione misurabile
w: Q — R, diciamo che w & non negativa se w(z) > 0 q.o. in . Dato p con
1 < p < +oc, ed indicato con p’ I'esponente coniugato di p:

i) se w € LP(QY) & tale che
/w(a:) v(z)dz >0 VYo e LIP(Q) non negativa,
Q

provare che w & non negativa,

i) sia {u,} una successione di funzioni misurabili e non negative su £2.
Se u, — u debolmente in LF, provare che u & non negativa.

i11) La proprietd espressa in 4i) & ancora vera se alla convergenza debole
in LP s sostituisce la convergenza in misura?

3. Siano H uno spazio di HILBERT, e T': H — H un’operatore lineare
tale che
i) Tz,y)=(z,Ty) Vz,y€ H;
i) Je>0: ||Tz| =z Vze H.

Utilizzando il teorema del grafico chiuso, provare che 7" & continuo.
Dimostrare inoltre che T' & iniettivo, e che T{H) & densa e chiusa in H.
Concludere che 71 & continuo. -




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 14 Giugno 2001 - soluzioni

1. Ovviamente, se una tale f esiste, non pud essere olomorfa (altrimenti,
per il teorema di CAUCHY, si avrebbe f,f f(2) dz = Q per ogni cammino
chiuso con sostegno C 2). Un esempio che verifica le condizioni richieste:
flz) = —% Rez, 7(#) := exp(if), con # € [0,2n]. E ovvio che f &
continua in £, ed inoltre risulta

29 32
/f(z)dz:/ —— cosf exp (if) i df =
¥ 0

-
2 . o
§/ exp (0) + exp (—i8) exp (i0) df =
T Jo 2
2 3
o s (exp(?z@)—!—l)dﬁzg%rm?).

2. i} Per assurdo, supponiamo che, posto E:={x € . w(zx) < 0}, sia
w(EY > 0. Allora dovrebbe esistere un insieme misurabile E C E tale che
0 < ,u,(E) < +00. Posto v := xz, si ha che v € I#(Q), v > 0 q.o. in Q, ed
inoltre

Aw(z)v(z)dzz/ﬁw(m)dm< 0,

che contraddice I'ipotesi.
i) Dalle ipotesi, si ha che, Yo € L7 (), se v & non negativa, allora
0 < [qun(z)v(r)dz — [yu(z)v(z)dr, da cul la tesi, grazie al punto i).
#i) Si, perche la convergenza in misura implica la convergenza q.o. per
una sottosuccessione.

3. Mostriamo che G(T'} & chiuso: per il teorema del grafico chiuso, questo
implica che T & continuo. In effetti, se {z,} C H & tale che z, — z e
Tz, — vy, risulta, Yz € H, (2,,T2) = (Tz,,2), da cul, al limite, {z,Tz) =
(Tz,z) = (y, ), quindi, per Parbitrarieta di z, y = T'z.

L’iniettivita di 7" & conseguenza ovvia della 7).

Densita di T(H): sia y € H tale che (y,Tz) = (Ty,z) =0 Vz € H: allora
Ty = 0, quindi, per l'iniettivita, y = 0.

Chiusura di T(H): se {z,} & tale che Tz, — vy, {Tz,} & di CAUCHY; ma
allora, grazie alla i) ed alla linearita di 7', lo & anche {z,}. Quindi, Iz :
Tn — , e, per la continuita di T, Tz, — Tz == y per 'unicita del limite.
Poiche T : H — H & lineare, continuo e biiettivo, ne viene che anche 771 &
continuo.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 17 Luglio 2001

1. Datia,b € Ccon |a] > 1, |b] < 1, sia f(2) = {z —a)"  {z — )73, per
z € C\{q,b}.
t) Determinare le singolarita di f, e classificarle;

i1) calcolarne i residul nei punti singolari;
i) caleolare [ f(z)dz, dove ' :={z € C: z=exp(if) con0 < 0 < 2rr}.

2. f & una funzione da [0,1] in R; si discuta la validita delle seguenti
affermazioni:
i) se f & derivabile Yz € [0,1], ed inoltre verifica

(a) AL >0 |f{z)— fly)| < Llz —y| Vz,y € [0,1],

allora f & assolutamente continua,

i) se f & assolutamente continua, allora vale la (a).

3. Posto IT := L0, 1), con prodotto scalare (f,g) := jg fle) glz) dx, s
indichi con Py l'operatore di proiezione sul sottoinsieme convesso, chiuso e
non vuoto K di H.

i) Dimostrare che, se
K:={veH: v(z)>0 qo.in [0,1]},

allora Vf € H si ha Pgf = f* (dove f7(x) := max{f(x),0}).

) Determinare la forma esplicita di (Px f){(z) quando
K:={ve H: da>0tale che v(z) =a qo.in [0,1]}.
#i) Determinare la forma esplicita di (Px f)(z) quando

K:={ve H: JaeR tale che v(z) = azx qo.in [0,1]}.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 17 Luglio 2001 - soluzioni

1. i) a & un polo di ordine 1, mentre b & un polo di ordine 3. Quindj,

i) Res(/,a) = lim (z) (2 ) = (s — ) *
Res(f,b) = ihmb % (f(2)(z= b)) =(b~a)?.

it1) Per il teorema dei residui, essendo Indr(a) = 0 e Indp(b) = 1, si ha

/ F(2) dr = 2mi Res(f,b) 1 = 2ri (b— )
T

2. 1) Vera: la (a) da sola implica Vassoluta continuitd (la derivabilitd in
ogni punto é del tutto superfiua).
i1) Falsa: ad esempio, f{x) := /z & assolutamente continua su [0, 1] (perch?
verifica la formula fondamentale del calcolo integrale), ma la {a) non vale,
ciog la funzione r — /T non é lipschiiziana per x > 0: fissato comunque
L>0,sey=01 (a) diventa \/z < Lz, che & falsa Vo > 0se L = 0, e per
O0<z<L?%sel>0.

3.9 Vfe H, sihache ff € K (owio), e (f—fHo—fNy <0 YWweK
(il che mostra che f+ = Pgf). Infatti, se v € K si ha

/ol(f = [ @) (o~ f7)(z) dz :/

Odm+/ flz)v(z)dz < 0.
{F>0} {r<0}

it) Si ha (Pgf){z) = a > 0 go. in [0,1] se e solo se, Vb > 0, risulta
(f(:f;)—ab—a)—(b—a(fo dm—a)<0 Se [ f(z)dz < 0, la

condizione erquivale a b —a > 0 Vb > 0, cloé ad a = 0; se fo z)dz > 0,
scegliendo b := fa f(z)dz si ottiene che a = fo z)dz. Si conclude che
(Pr f)(x ( fo d:z:) (la verifica diretta & immediata).

i%i) Si osservi intanto che K & un sottospazio di H. Data f € H, cerchiamo
@ € R tale che P;(f(xj =az q.0. in [0,1], cioe (f(z) — az,bx) =0 Vb c R.
Poiche si ha fol () — azx)(bz)dr = t‘)fo1 (zflz) —az)dz = 0 Vb e R

se e solo se fO a:f ) T = a]o widr = %, ne viene. di conseguenza, che

(P iz —3If0$f




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 21 Settembre 2001

1. Sia Q un aperto di R*. Provare che, se v, w, v, € L3(Q) (¥n € N), e
(a) v, — v q.0. rispetto alla misura di LEBESGUE in (2,
(b} v, — w nella topologia forte di L*(Q),

allora w = v. Si puo inolire concludere che

(¢) v, — v nella topologia forte di L'() ?

2. Dato r > 0, sia v un cammino chiuso, percorso una sola volta in senso
antiorario, 1l cui sostegno v* & la circonferenza di centro l'origine e raggio r.

Verificare se la serie ,
+0Q
n 2
E / " exp (—) dz
oy z

n=-—5

& convergente; in caso affermativo, calcolarne la somma.

3. Dimostrare che, se {u, nen & una successione di uno spazio di BANACH E

“+oo
{con norma || - ||} tale che la serie numerica E lun|| converge, allora anche
n=1
—+co
la serie E u, converge in F.
n=1
+o0
Sapendo che la serie E 1, converge in F, sl pud dedurre che anche la
n=1

+o0
serie numerica Z lluni] & convergente?

n=1




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 21 Settembre 2001 - soluzioni

1. Da (b) si deduce che {v,} ha una sottosuccessione {w, } che converge
‘ad w in @ q.0. (per la misura di LEBESGUE); per (a), {vn,} converge q.o.
a v, dunque, per l'unicitd del limite, w = v. Poiché non & detto che Q sia
limitato, dalle ipotesi (a¢) e (b) non si puo dedurre (c) (anzi, non si puo
nemmeno concludere che v € LY)): ad esempio, sia £ = [1,4oc[, e si
ponga, ¥n € N, v, (z) := v(z) := z~%3. Allora, (a) e (b) sono verificate, ma
v & LHQ)).

2. La funzione exp(2/z) ha una sola singolarity (essenziale) per z = 0; in

400 k
1 /2
C\ {0}, risulta exp{2/z) = Z o (—) , cosicche lo sviluppo in serie di

z
k=0
LAURENT della funzione f(z) := 2" exp(2/z) ¢

+-0o0 4o 2k: 1
f(z):ZCkzkz oI hm
k=—oo k=0 k2
Ne viene che

2n+1 > 1

B 88T > —

A (n+ 1)! -
0 sen < —1.

Per il teorema dei residui, si ha che [ f(z)dz = 2miRes(f,0)Ind,(0) =
2wt c_y , quindi

2mi ek sen > —1
[ree= T EE =z
¥

] sen < —1.

Di conseguenza,

+o0 00 2ﬂ+1
= 271 e = 2T 2).
Zv/q!f(z)_dz i n;} (T i exp(2)

n=—3a

3. Per ipotesi, Ve > 0 Ing : Vn,m > ngeconn > msiha > o Jlugl <&
quindi |, e — S0 well = | S ) € S ] < £ © questo
comporta che 37, uy converge in E (la successione delle sue somme parziali
¢ di CAUCHY, ed E & completo).

Non vale Vimplicazione opposta (basta assumere E = R, u, = (—1)"/n).




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 23 Novembre 2001

1. E, F sono due spazi di BANACH, e A & un operatore in L{E; F'). Posto
G = A(E), e definendo A* . F¥ — E' nel modo seguente: g {A*f* e}p =
m{f* Aeyp (Ve € L, Vf* € F'), verificare che

(a) A" € LIFSE), e | einmn < Al ezmy;

(b) ker A* = {f* € F' | p{f*,9)r =0 Vg€ G}

(c) A*(FYC{e* e B'| pile*,e}g =0 Ve € kerA}.

2. Sia {Q, M, u) lo spazio mensurale definito come segue: @ = [ —1,1];

M= P(Q); pi=dy, dove, VM e M, §{M) = {é :Z 8 ; jg’

o 61 = {3 221525
Di ciascuna delle seguenti affermazioni, dire se & vera o falsa, motivando le
risposte:

(0} f & continua g.o. in €

(b) Jg continua in Q tale che f =g q.o. in Q;

(¢) M & M tale che (M) =0 ed f & continua in O\ M.

3. Siano:
A= {zeC| |[Rez|+ Imz| <2},
B = {ZEC l HAERtalechez:)\(1+%i)},
D:={2eC| Rez-Imz=06 e Rez> 0},
E = AU(BND).
Scrivere la parametrizzazione di un cammino chiuso v, con Ind,(0) = 1,

che contenga al suo interno l'insieme F, ed il cui sostegno +* non sia una
circonferenza.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prava scritta del 23 Novembre 2001 - soluzioni

1. {a): la linearitd di A* & ovvia; poiche poi, Ve € E e Vf* & F, risulta
|2 (A ehs] = o7, Ae)pl < [ p-lidelle S I e A oy lellz

ne segue che

1A% e = sup 1o (A" @)l < [F Il l[Alzery
el
quindi
A egmmy = sup (A f*]|e < [Allee.ry-
1 fpet
(b): f* € ker A* se e solo se (A*f*, ¢} = 0 Ve € F, quindi se e solo se
(f* Ae) =0 Ve& E, ciokse e solose (f*,g) =0 YgeG.
{c): se e* & A*(F'), allora 3f* € F¥ : e* = A*f* quindi, Ve € ker A, & ha
zle' ey =p (A" f",e)p =p {f*, Ae}p = 0, da. cui Pinclusione cercata.

2. {a): falsa: f non & continua nel punto z = 0, che ha misura 1;

{b): vers: basta prendere come g la funzione identicamente nulla su Q; g
& costante (quindi continua), e differisce da f solo in M := ]0,1], che ha
misura nuila; :

{c): vera: se M & linsieme (di misura nulla) definito nel punto precedente,
la restrizione di f ad O\ M = [~ 1,0] & identicamente nulla (oppure, basta
osservare che (hj==/{c}).

3. Ad esempio, si pud scegliers come v l'ellisse il cui sostegno +* & dato da

percorso una sola volta in sensc antiorario; una possibile parametrizzazione
di v & la seguente: z(t} = x(t) + iy(t), dove z{t) := Heost, y(t) = 4sint
(te [0,27]).




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 25 Gennaio 2002

1. Posto

X = {fELz(O,Jroo) : f(m):; q.0. in (1,+oo)} :

i) provare che X & un convesso conteruto in L*(0, +00);
i) dire se X & un sottospazio di L*(0, +o0);
#i) dire se X & chiuso.

2. Data una successione {u,} in L°{R)}, sapendo soltanto che {u,} & limi-
tata, dire se le seguenti affermazioni sono vere o false, motivando le risposte:

I
i) esiste una sottosuccessione {uy, } tale che / Un, (€) d€ converge Vz € R,
0

i) esistono u € L®(R), una sottosuccessione {un, | ed un insieme di misura
nulla N C R tali che u,, — u uniformemente in R\ V.

3. La funzione f : C\ {0} — C definita da f(z) = é & sviluppabile in

serie di TAYLOR in un intorno del punto zy = 27 Se la risposta & affermativa,
determinare tale sviluppo, precisandone [’insieme di convergenza.




Istituzioni di Amnalisi Superiore

Prova scritta del 25 Gennaio 2002 - soluzioni

1. E) 5 fl: fQ e Xete [O) l} , 81 ha’? q.0. in [1:+OO [J tfl(m)ﬁk(lﬁt)f?(w) =
—I~ 1 -t _ 1.
-
gz). la rlsposta ¢ negativa: se f € X certamente 2f & X;
i41): la risposta & affermativa. Se {f,} & una successione di funzioni in X che

converge ad f in L*(0, +o0), risulta

0< |o-#t@) — [ fa(@) S @)oo < a2~ F@)l| 220, 100) = 0,

L2(1,4c0)

quindi f(z) € X.

2. (a): vera: detta x,(£) la funzione caratteristica dellintervallo [0, 2]
se z > 0, dell'intervallo [z,0] se z < 0, si ha che x; € Ll( R); poiche
da {u,} & possibile estrarre una sottosuccessione {u,, } che converge nella
topologia debole* o(L*(R), L'(R)), ne viene il risultato cercato, dato che
sz Uy, (§)d = <uﬂk’ Xz}

{b): falsa: lasuccessione {un}, dove u, &la funzione caratteristica dell’interval-
lo [n,n+ 17, & limitata in L®(R) (J|u,]] = 1 Vn), ma per m # n si ha che
|tn — tm|| = 1; ci0 esclude che una gualungue sottosuccessione possa essere
di CaucHY rispetto alla convergenza uniforme in R\ IV, comungue si scelga
I'insieme N di misura nulla.

3. La funzione & sviluppabile in serie di TAYLOR nel cerchio dato da {z €
C : |z — 2! < 2}, perche in tale cerchio & olomorfa. Per determinare i
coefficienti della sua serie di TAYLOR ) .~ . a, (2 — 2)", basta ricordare che

) .
Yn = 0,1,2,... 81 ha a, = f ,("). Si dimostra facilmente per induzicne
nin+1 . n - 1)! n+1
che f™(z) = (-1) LZnTE) cosicche a, = (—1)”%—!—2—@%— = (wl)”%};ﬁl.

Quindi, per {z ~ 2| < 2 risulta

(o3
—:Z Tl-i—]. 42)‘&
2RT2 ?

n=0

e insieme di convergenza contiene il cerchio aperto di centro zy = 2 e raggio
2. Per quanto riguarda il comportamento della serie sulla circonferenza {z €
|z — 2| = 2}, posto z(0) := 2 + 2exp(if) {0 £ 6 < 27}, si ha

xntl, r_'g_oonJrl (it
) = Z STESIE: expl{in®) = Z T explinf):
. on=0 n=0

i} termine generale di tale serie non ¢ infinitesimo per nessun 0 € [0.27l: 1a
Serie non couverge in nessun pum;o della circonferenza di convergenza.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 22 Marzo 2002

1. Caratterizzare le funzioni f, olomorfe in €\ {i}, che hanno in 7 un polo
di ordine 4, con Res(f,1) = —2.

2. Esiste una funzione f: [3,5] — R a variazione limitata e non continua?
Motivare adeguatamente la risposta.

3. In £%°, si consideri 'insieme A dei vettori con componenti definitivamente
nulle:

A={z={z,} £ I " =n"(z}: z,=0Vn>n"}

Dimostrare che, nella topologia forte di £°°,

1) A non é chiuso;

i7) A non é denso.
Gli stessi risultati valgono anche se si munisce £°° della topologia debole
(€, (€))7




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova seritta del 22 Marzo 2002 - soluziont

1. Le funzioni descritte sono tutte e sole quelle delia forma

4
C_k
2) = fi{z) + —
f() fl() Z(Z—l)k
k=1
con le condizioni seguenti:
f1 & olomorfa in tutto C; .1 =—2; c.qa#* 0.

2. La risposta e affermativa: ad esempio,

f(:z:)'—{g se 3 <z <4,
T ll sed<z<h

(& monotona, quindi a variazione limitata, ma discontinua per z = 4.)

3. 1) 1l vettore z := {z,} con z, = % non & in A, ma & in A. In effetti,

posto, vk € N, z*) .= {1, %, ) ..,—]15,0,0, .. .}, si ha che

. 1
lim ||z —2z®| = lm (sup|:n.n|) = lim 0.
—r k——+oo

k& n>k k—too kb + 1 B

i) 11 vettore y le cui componenti sono tutte uguali ad uno non pud essere
approssimato con elementi di A: in efletti, Yoo € A risulta
||ly_$|| = sup ‘yﬂ_m'rzl > sup Jlimnl = 1:
neN n>n*(x)
quindi vy & A.

I risultati ) e #) valgono anche se £°° & munito della topologia debole: A
& una varietd lineare, in particolare un convesso, quindi la sua chiusura ¢ la
stessa nelle topologie forte e debole.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 10 Giugno 2002

1. Posto, per ogni r > 0 fissato, D, :={z € C | |z| < r}, sia {f.} una
successione di funzioni, ciascuna delle quali & olomorfa in Ds.

Dimostrare che se la restrizione f,|ap, di f. a @D, tende ad una funzione
w in L(AD,), allora esiste una funzione f, olomorfa in Dy, tale che f.(z)
tende a f(z) Vz € D;.

2. Sia {2 un aperto limitato di R, e sia {f,} una successione di funzioni
da Q in R, misurabili, tali che |f.(z)| <5 g.0. in £, e tali inoltre che f, — f
in misura (la misura & quella di LEBESGUE). Provare che

Vpecon1<p<+oo, f,— f inLP(Q).

3. Siano: E lo spazio di BaNacH C°([0,1]) (con 'usuale norma ||z||z =
maxo<e<t |2(2)]); K = {k € E | k(0) = O}, per ogni z € E, d(z,K) :=
infkeK ”:E — k‘”

i) Verificare che X & un sottospazio chiuso di E;

i1) provare che d(x, K) = |z(0)|, Vz &€ E;

i#1) discutere la validita di ciascuna delle seguenti affermazioni:

Wiy Ve e B, ke K d{z, K) = ||z — k| g;
iiz) Vo € E, esiste al piiun k € K © d(z, K) = ||z — kl|g.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 10 Giugno 2002 - soluzioni

1. Sia 7 il cammino definito da v(t) := exp(if), con ¢ € [0,27] (si noti
che v* = 8Dy). Per la formula di CAUCHY, risulta, Vz € Dy,

1 MR8,
fn(z)—z—m Tg:“;df-

Ne viene che {f,} & di CAUCHY rispetto alla convergenza uniforme sui com-
patti in Dy: in effetti, se K & un compatto C Dy, si ha che d(K,8D;) =
infrex ecop, dlk,z) =p > 0;percid [z — &= ¢ Vze K, VEe€dD, dacu

Ifn(z} - l < ﬂf‘fn — fm 5) 1 “fn!E*D1 f?nlaDz.Ilbl(BDl) .

Si puo quindi concludere che esiste una funzione f olomorfa in D, tale che
{f=} tende uniformemente ad f sui compatti di D;; in particolare, ovvia-
mente, f.(z) — f(z) Vze Dy

2. Fissati £ > 0 e n € N, poniamo
Qe i={z | !fn(w)“*f(m')l <e}; Qi",n =0\ Q.

Si ha allora che || f, — fI5 =

= [ b - s@rde+ [ i) - fwP <
Qe,n o

4
£,n

&7 ]+ 107162, ,] < €210 + 10°IC2, ]

da cud la tesi.

3. 4) kike € K, o,0 € R == (ak + 8k2)(0) = ck1(0) + Bkz(0) =
k,c K, knﬂkeE::ép 0 < |k(0)] = |k(0) — K, (0)] < [tk — k| -

i) Yk € K, siha ||z — kllg > |2(0) — k(0)|, quindi d(z, K) > |z(0)].
D’altra parte, posto k(t) := z(t) — x(0), si ha che k € K, quindi d(z, K) <
Iz — k|| & = |(0)]; in conclusione, d(z, K) = |z(0)] = z — k|ip. Tra laltro,
cio dimostra che i, ) & vera. '

#id2): Vaffermazione & falsa. Ad esempio, se z(¢) := 1, punti in K di
minima distanza da 2 sono ki (¢} = 0 e ke(¢) ==




I_Stituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 9 Luglio 2002

1. Calcolare (con metodi di variabile complessa)

oo dz
I, = e er ogni intero n non negativo.

2. In R? si consideri la famiglia £ degli insiemi misurabili secondo
LEBESGUE, con la misura di LEBESGUE A. Costruire una misura relativa
@ su (R?, L) tale che '

T

P(Da(0)) = 32 (-1) 5 vneN,

k=1

dove D,(0O) & il disco aperto di centro O=(0, 0) e raggio n.
Determinare poi una decomposizione di HAHN di R? rispetto a .
(Suggerimento: pud essere utile ragionare per corone circolars).

3. Per ogni intero n > 1 fissato, sia T}, 'operatore cost definito da €2 in s&:
dato'z = {z,} € 2, si ponga y = T,% := {&1, %0, . .., Lo1, Trtls Tns2s - - - }-

i) Verificare che 7, & lineare e continuo. T, & iniettivo? E suriettivo?

i) Calcolare || Tl ziez,e%)-




Istituzioni di Analisi Superiore
Prova scritta del 9 Luglio 2002 - soluzioni

1. L’integrale improprio I, esiste, quindi & lecito calcolarlo come

>
: dz 1 : .
hmRA%m[_RW. Posto f(z) = W (Z e C \ {—2,2}),
si definiscano i cammini oz : [0,1] = C, vz : [1,2] = C, Cr : [0,2] — C
ponendo ogr(%) := R(2t—1), vr(t) = —Rexp(int), Cr := ogUyn. Osservato
che If f(=) dz’ < TRmax,eys |f(2)} = mR(1+ R*)™ " — 0 per R — +cc,
TR
ne viene che [, = imp_ . f(z)dz = 2miRes(f,1). Poiche 2 =1 & un

c
polo di ordine n + 1 per f, si ha che
__ayntl ar
Res(f,i) = — { 4 (z — i) } -2 [— (z + i)_”_l}

al [dzn (z — i)tz 4atl| nl | dz

F=

Si dimostra facilmente per induzione che % (z+ z‘)—”*i] =

(= =1)(=n—2)...(~n—n)(z+i) 2t = (~1p- 20 y=mety quind

. -1 {2n)! . 2n)!
RES(f,’E) = (n(!)2222ﬂ-(i—1?2)n+1 3 da cui I'n. = T%"g?%gf :

2. Posto 01 = D]_(O) e, Yk > 1, C’f; = Dk(O) \ Dk_i(O) = {(SL', y) =
R2 1 k—~1< /22+9y* < k}, la misura relativa ¢ verifica la condizione
richiesta se :

- n ke 3 . 7
0(Da(0)) = 0 (Up Gy = > (Ci) = Z(-UW*@" -
k=1 k=1
E quindi sufficiente scegliere una gqualunque misura @ tale che, Y& &€ N,
0(Cy) = (=111 /%% Osservato che i {C}} sono a due a due disgiunti, e
che la loro unione da tutto R? si pud (ad esempio...) definire, VA € L,
oA} = [, flz,y)d\, dove f{z,y) & la funzione che, ¥k € N, su C} assume
kL

il valore costante %g(“;zé)iﬁ (¢ immediato verificare che con questa scelta
risulta in effetsi p(Cy) = (~ 1)+ 1x/k?). Una decomposizione di HAHN di
R? rispetto a'{ &, ad esempio, data da (A4i, As), dove A1 == UISChy-1 ¢
..ilg = bg_gc;k

3. 1): la linearita di 7, &ovvia, cosl come la continuits (dato che |T,z]? =
|z|?—z2 < |z|%); T, non & tnietiva (T,e™ = 0), mentre & suriettivo: Wy € £,
posto © = {41, .., Y1, O, Uny Ynl, - - -} 5t ha che Tz =y,

#4): in4) si & visto che [T, zi2.2) < 1; poiche perd Vk # n si ha [Te®™ | =
1, ne segue che |1, [{ g2 ) = 1.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 24 Settembre 2002

1. Per n,m € N, si ponga

(sin z)™
(z —m)

flz) = (z€ C\{r}).

i) Per quali valori di m ed n & possibile prolungare la definizione di f
anche in 7, in modo che la funzione f cosi prolungata risulti intera?

i1} Calcolare Res(f,m) perm=1, n=1,2,....

2. i) Sia f : [0,1] — R la funzione cosi definita: f(0) = 0; per

k= 1,2,..., la restrizione di f all'intervallo [k—}:—l,%] ha come grafico

il segmento di estremi

() - )

Tale funzione & a variazione limitata in [0,1]7

i1) Se {g.} & una successione di funzioni continue ed a variazione limitata
in [0,1] che converge uniformemente ad una funzione g, si puo concludere
che g & a variazione limitata?

3. Nello spazio di HILBERT H, si definisca il seguente operatore:

4 {:E se |z} <1,
Ti= 9§ 5 selz| > 1,
o e
dove | - | denota la norma in .
i) Mostrare che A & la proiezione su un convesso chiuso e non vuoto K
(quale?) di H.
i1) Posto f(z} := d(z, K) = infyex |z — k|, verificare che f & lipschitziana.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 24 Settembre 2002 - soluzioni

1. i): posto £ := z — m (da cui sinz = — sinf), si ha che
. (smz)™ m (8IE)™
ll_n:; (z—m) é ( 1 &

Ne segue che il prolungamento cercato esiste se ¢ solo se m > n (definendo

Flm) = 0), oppure m = n (definendo f(n) := (=1)™). Sem <n, f hain 7
un polo di ordine n — m, ¢ non & quindi prolungabile ad una funzione intera.

i): per m =n =1, & evidente che Res(f,7)=0. Per m = 1, n > 1, s
noti intanto che, posto g(&) = — %{ (si ricordi la sostituzione del punto
1)), Res(f,m) = Res(g, 0); inoltre, Y€ # 0,

§2k+1

sm§ 1
Z H (2k+ D ¢n -

Poiche 2k + 1 - n = -1 <=k = (n — 2)/2, ne risulta che:
(_1)n/2
(n—1)I"

se n ¢ dispari, Res(f, m)= 0; se n & pari, Res(f,7)=

2. i): partendo dall’osservazione che lf (E"‘:]}:"'i‘) - f (%)l > ki T &
facile concludere che la variazione d1 f relativa alla partizione data dai punti

«{0 , %, 1 1} & maggiore di 22 " Per confronto con la serie armonica,

k=2
si conclude che la funzione non & a variazione limitata su [0,1].

it): la risposta & negativa. Se f & la funzione del punto i), si consideri

la successione {g,}, dove g,(z) :==zse x € [0 , 2751?1]’ e gnix) := f{z) se

xE }Qﬁf , 1]. E evidente che ogni g, & continua ed a variazione limitata;

inoltre, {g,} converge uniformemente ad f su [0,1].

3. i): posto K = {z € H | |z} < 1}, si noti intanto che Az € K Vz ¢ H.
Verifichiamo che A & Poperatore di proiezione su K, cio¢ che Vz € H risulta
lv — Azx| < jz— k] Vk ¢ K. Se|z|] <1 cid & ovvio; se lz| > 1, quindi
Az =z/|z|, siha che |z — Az| = |z| - 1< |z| — |k| < |z — k|

i1): Fissati ad arbitrio 1,20 € He k € K, si ha f(;) < lzy — k] <
|z1 — @o| + |y — K, da cui f(z) <21 — 22!+ f(x2); analogamente, f(x;) <
|za — 21| + f{z1), e, in conclusione, |f(z1) — f(z2)| < lz1 — 22]-




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 22 Novembre 2002

1. Data la funzione di variabile complessa

z
z—1"

f(z) =sin

classificare le singolarita di f e calcolare i relativi residui.
w

(Suggerimento . ricordare che, Vw € C, sinw = e__»-%L )

2. In (R, B), si consideri la funzione d’insieme

3
A) = A
o) | preman  AcE.

dove B indica I’insieme dei boreliani di R, e p & la misura unidimensionale

di LEBESGUE.
Dire perche v & una misura, e calcolare

v({z €R | |z} > 2/V5}).

3. Per ogni intero n > 1, si definisca f, : [~ 1,1] — R ponendo

0 seszoppuxe%—<|:ﬂ|§1,
fn(:‘r) =93 n 1
7 sel< ] < .

i) Calcolare f{z) := lim, fu(2); la convergenza di {f.} ad f & solo g.o.
in ] — 1,1[, oppure vale Vz € [—1,1]7 E anche uniforme?

#i) Studiare se {f,} converge, nella topologia debole o in quella forte, in
qualche Z7(~1,1) con p > 1.

#i1) Per ogni fissata ¢ € C°{[— 1,1]), calcolare il lim, fjl folz)p(z) dz.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 22 Novembre 2002 - soluzioni

1. f & olomorfa in C\ {1}; poiche non esiste lim,_.; f(2), si ha che z =1
& una singolaritd essenziale per f. Determiniamo lo sviluppo di LAURENT
relativo al punto z = 1: un semplice calcolo mostra che

8in =
z—1

Dunque Res(f, 1) = % (iexpi + iexp(—i)) = cosl.

2. La funzione x — 4—1_35—332 & sommabile e non negativa in R; di con-

seguenza, v € una misura finita. Inoltre,

2 e 3 3 [t dx
% :I:ER:[:L‘|2—}>:2/ ——-dg;ﬁ_/ —— =

3 2f+00 dr _i(ﬂ’_—i)_gﬂ'
25, 1472 B5\2 4/ 45

3. 4): per x = 0l ha f(0) = 0; per |z} > 0, dato che per n > ﬁ si ha

fofz) = 0, ne viene che f & la funzione identicamente nulla, ed f,(z) — 0
vz € [—1,1]. La convergenza non & uniforme: sup_j,« [fa(z)| = %
I pp Pl . 1/q
i) 1y = [ B ds = T quindi |l = By (con -+ o)
inoltre, {f,} non & limitata in I#(—1,1). Percid, {f.} non pud convergere
neppure debolmente.

1 1/n
i) / falz)plz)dz = gf w(x) dx = @(h) per un opportuno s con
—1 —~1/n

1
|h| < 1/n, grazie al teorema della media. Quindi lim / falz)olz)dz =
noJ
¢(0).




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 6 Febbraio 2003

1. Determinare i numeri o € C tali che la funzione fo(2) = falz +iy) =
x? — 4% ++ axy sia olomorfa in C. Per tali valori di o, calcolare f7.

2. Dare un esempio di una successione di funzioni { f,,} tale che:
i) fo€ L2(0,+0)  VYneN;
1) fo— 0 qo. in 10,+o00[;

#i8) liMpqoo || foll22(0,400) = 00

3. Sia H := L*(R) con (f,g) == /+OO flz)g(z)dz, esia p: L*(R) - R

—o0

tale che (g, f) = fl flz) dz.
0

i) Provare che ¢ € H'.
i1) Trovare ||l g.




Istituzioni di Analisi Superiore
Prova scritta del 6 Febbraio 2003 - soluzioni

1. Posto a : aq + icg con oy, ap € R, si ha che

fulz) = 2 — g + ony + iy = u(z,y) + wlz, ),

con le funzioni % e v che soddisfano:

U, = 2T + a1 ¥; Vp = QY Uy = —2Y + x; Uy = QT .
Le condizioni di CAUCHY-RIEMANN sono verificate se e solo se
20+ oy = aoxr e — 2y + o = —ony,
ciog
(2 — o) = —a1y e ylag—2) = —aux,

da cui oy = 0, 2 — as = 0. Dunque f, & olomorfa se e solo se a = 23
poiche fy(z) = falz +iy) = 2% — y* + Zizy = (z + iy)? = 22, ne viene che
fai(z) =2z

2. Basta ad esempio definire

f@={g

Si ha che f,(z) — 0 Vz > 0, mentre ||fu|lz2040c) = 7 tende a +oc per

n — +00.

sen<zx<n+l,
altrimenti.

3. i): la linearitd di ¢ & ovvia; @ & anche limitata, dato che |{p, f}| <
1
f [f(iﬁ)l ldr < ”f“fﬂ(o,l) “1”L2(0,1) < “f”H -1, quindi ¢ € H'.
0

ii): per quanto visto in i), si ha |jp||gr < 1; poiche, d’altra parte, xp 1) €
H, Ixpallz =1, e (o, fy = (£, xpo,y), per il teorema di RIESZ ne viene che

ez = lxpeylls = 1.




Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 9 Maggio 2003

a) Dare un esempio esplicito di una funzione f € L2(0, +co) tale che,
vz € (0,400), flz)#0.

b) Dare un esempio esplicito di una funzione g € L?(0, +oo) tale che
g € LP{0,+c0) Vp£l[l,2).

¢) Dare un esempio esplicito di una funzione h ¢ L2{0, +oc¢) tale che
h € LP(0, +00) Vp > 2.




- Istituzioni di Analisi Superiore

Prova scritta del 43 %iﬁgw2003

Fornure umo  dei g@%u@u’ci dme eservnpr
a vostva <coira , OppLve ewtvawln ge
YfU\SO:'%eﬁ

A, E%EW\P'?O di UMa -{:W‘E(Ohe —F O@OW\O’\!‘%&
m € Ni2t], Con wn pole i evdive 8
e veardue -3 An 20.

2. Esewpio di um convesso ki 12(01)
| che nwon 8 duvuso e di wn elomento
£ LOMNNK tale che non esicta 1@
oo della  distewza di £ dal
qemenco eamento di K.
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Isttuziom di Analiaa Supev{ewr@

Prova sonbts dol 26 celtembeve 2003

1. Dave wn Q%MFAQ eg'p@{oi‘tb i um opeva{'ove Liveave

A —

2. Dave 1m esempio -egp@{@li:o ca @\r:evato‘re A Cohvuearve
e Lovmatate da € 4dn Q:z/(%um i €% <1 concidon
uma dalle vovme (1l , Com

=l o= (% 12{[*"”)%’ Py
MZlew & = max{lzﬁl) lzzl} ; Y 2= (Z/g)%geﬁ
3. Reto Ep= (€3, 1+ 1) per 1< peoo, doe wn
€ npo egp@(ci’co A due ope/v&JCO\d_

Ae L(C:E) , BeX(C;EL)

talh e | A H&ECC» £4) - = “of@f Eoo) -




Tetituzioni di Anshisi Supeviore

A?peﬁ{}. ool 2.1 novemileve 2003

Sta H = B3 wuwito dalla viorwa euclidod,
S{ conandori R _glm'&{aﬂaiz Loneave e Contumun

< L)X> = DXy —4 X5, v x= {?"f'gjxgg}{gi}éﬁf
1. Tvoveve H&H talo e
o <Lyxy = (x,y4)  ¥xeH,
dove ( , ) dewote R pvoclotfo scalave tn H |
2. CalcoPave F@i | L [{H, e \/*@An‘%'came SN

EHLH%%&’ = H ’% ié%_% -

3. Fesale 2= (-1, 3, VE ), indicare enpllctamente

-fr‘wr\%iaﬂgi,; QJ{‘J%.M; & %mt; %w Lﬂ; @é ﬁ.g | JE&QA




Latituzioni i Analias Su;:!aviove

Appello dell 26 febavaio 2004

(onsidevate & spazio L(0,1), dave um eLAmpio
da S Softo%?a%\o X da LZCO ’l) QQAQ s
._'d/«m@m%xone —Flw\t@ LL%UL&LQ a 3. U/V\a ve@ta_
._-%g%ato X, tvovare poy Ra Pm@zxemﬁ su X

é jfumvam £=0 (vv\,e%ho) dQQ,Qa QQ&Q%E
Joni (o ) = R el c;QQ f’(x) =0




Letituzionnt dr Analig gLLF%‘{;OVQ
Sertoo -P\r@'[)og’i‘fo P 2% waarzoe 2004

; ]

Tn [R® sia & 1€ vellore g=(4,-1,0) e sio 'V
Po vells passawte per Qigr;%i\vxe e pev ‘g (varels
Linoare %emef@ta da %) Date %@vxgv{co vettove
2 = (%, Izﬁ%)é@g) S detervnin a P'\m{e%{cm

Px di 2 su V.




Sontiano ‘&g%e%ma:fo wm . appello di
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e Cevlivue




Tetituzmione di Analis %\Ape/nerve

APPQLLO del 5 novewlere 2004

1. Tn {Rz) datl ( due velton x={xi;%2?, ?j:{‘ﬁ“ﬁ?},
POWMBMWAO ((x,\j)): 4—3‘5434 + XeYz
3) Vembieare che ((%,y)) € um prodotte ccalave rispelto
alb qb@@-& R? & wmo gra%io di Hhest H.
b) Se V & 1 soltegpazio Visl{e5t) | teR) i N
Covoltenzzave 1@ go&ogFa%Co ertO%@v\a,QQ W,
¢) Detervinnave 0 )we{@’%lemﬁ. Su Vo dol \ettore
{-—“1;’1'} .
2. Dire (wobiuande © vf%pocﬁ(:e) g esictons © no oo
sucessiont  [4,Y, Lo, Jund, (V) W 1(0,1)
tall che

a) H L, “L"(@ 9 — 0 wma | Fn “LOO(O,i) —> t 00

17) ” %’r\ u LOO(O, 1) — 0 wma H %“ “ Lq (O, ,1) —> t oy

) HMV\“E(DA)—QO M le)f(m-vwm;

d> L VIl 2(01) ™ O wa ([ vall — +00

(o)
pex i — +00,




TeTiTuzion: Bl Anavls, SUpErioRE
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- I
11 diambre 2004

4. Indicata con (B ‘QQ —Faw%b{@' dot bore@iannl i R conkos

nutt e’ intervalle  [-1, 2] , el o B—R % fom=
Ziene d' msieme oot cafinta |
2 se 0ehA e 1eA

1 se  OcA e 1£A
1 ce OEA e 1eA
0 s DFA e {¢A

SUdica s8¢ uwma PASAYR (é—actdxti\fe:x) , 8{u§t{1€(camdo

| .._/U\(A)': , A,

0 neposta,

Sia 22 Qo spozio di HRbort dole successiom reali

Cx=(x) tald dhe x| = 2 15al% <100 | 5P consadent

=4

Qapplcazione  T: 02— €* che ad - x=(xn) @sS0cia
NE (Jn) con Y=oy, N2 53@@/(&?5@.
Cineantks , contirmits  Gwatatezza X . L operatore

T & cunetivo ¢




ISTITUZIONI DI ANALISI SUPERIORE

Prova scritta del 4 Febbralo 2005

In R?, indichiamo con ||. ll, (1 <p < +co) le norme definite da
| #lloo := max{|zs], [22l};
[zl = (P + 22l?)? (1 <p < +o0),
dove = = (x1,22). Per ogni p € [1, +oo!, determinare, nella metrica indotta
da |- llp:
a) la distanza dell’origine (0,0) da A,
b) i punti di 4 che realizzano tale distanza,

in ciascuno dei seguenti casi:

1) A & il segmento chiuso di estremi (0,1) e (1,0);
2) A & l'arco chiuso, contenuto nel primo quadrante, della circonferenza
unitaria.




Scritto del 4/2/2005 - Soluzione

Si tratta di determinare, per ogni p € [1,+00], il minimo ed i punti di
minimo dell’applicazione z — |z}, da A in R (sl osservi che in entrambi i
casi A & compatto). Inoltre, dato che (1,0) € A, e [I(1,0)]j; = 1, il minimo
non pud essere > 1. Esaminiamo separatamente i due casi proposti per A.

1). In questo caso, A = {z; := (¢t,1 —¢) | 0 < t < 1}, quindi, per ogni
t € [0, 1], risulta: :

o ||z¢fih =t -+ (1 —¢) = 1: la funzione vale identicamente 1 in A, quindi
il minimo vale 1, e tutti i punti di A sono punti di minimo per ||z:[|1.

e Per 1 < p < 400, & equivalente studiare il minimo in [0,1] della
funzione fp(t) := ||2:|lp = # + (1 —t)P. Si ha che f, € C®(0,1), e fi(2) =
p (7~ — (1 —t)P71) si annulla in ]0,1{ solo per ¢ = 5. Poiché f,(1/2) =
2177 < 1, si conclude facilmente che il punto 213 = (3,3) & Punico punto
di minimo in A per ||z|p; il valore del minimo & 2(1-p)/p,

e Infine, ||2¢)lcc = max{t,1 — 1} = % + [t — %,, in guesto caso, 'unico
punto di minimo & ancora /3, ed il valore del minimo ¢ %

2). Si ha A = {y; := (cost,sint) | 0 <t < w/2}, quindi:

e liys)ls = cost +sint = v/2 sin (¢t + T); il minimo di questa funzione in
[0,%/2] & assunto per t =0 et = /2, e vale 1; 1 punti di minimo sono (0, 1)
e (1,0).

e Per 1 < p < 400, poniamo g,(f) 1= |lyllp = (cost)? + (sint)?; si ha
g,{t) = p(—sint(cost)P~! +cost(sint)?~1), che si annulla in |0,7/2[ se e
solo se t = m/4. Dato che gy(n/4) = 2@~P/2 quantitd < 1 se e solo se

7> 2, si conclude che:

* se 1 < p < 2, il minimo di ||y¢|l, per : € A vale 1, ed & assunto nei
punti (0,1) ed (1,0);

* se 2 < p < +oo, il minimo vale 2(2-2Y/ (21’), ed & assunto nel punto
Yrja = (\/E/Qa \/5/2):

*infine, per p = 28i ha |w|la =1 Vit € [0, 7/2]: la funzione & costante,
e tutti i punti di A realizzano la distanza dell’origine dg A.

e Per p = +o0 si ha

l9t|loe = max{sint,cost} = cost se0<¢<w/d,
Yilloo = ' T | sint sew/4<t<w/2

il punto di A che ha minima distanza dall’origine & ancora ¥, /4, ¢ la distanza
dell’origine da A vale v/2/2.




Dak: P e (s% t n de 1g p < Q}é + 00, Ve\/{%'cawe %uk&{li
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O PR e B(R) ,  L(R) < F(R).




ISTITUZIONI DI ANALISI SUPERIORE
Prova scritta del 27 Luglio 2005

1. Sia f : C\ {2k7}ez — C la funzione cosi definita:

z
Fz) = cosz—1°

a) Dire se per z = 0 la singolariti della funzione &:
i) eliminabile;
1) un polo di ordine & (in questo caso, specificare k);
142} essenziale.
b) Calcolare [ f(z)dz, dove I ¢ la circonferenza di centro (1,0) e raggio
g, con ) < ¢ < 2e p+# 1, percorsa una volta nel verso antiorario.

2. Sia ¢y insieme delle successioni (reali o complesse) z = {z, } infinitesime.
Mostrare che:

a} ¢p & contenuto in £°°; inoltre, per ogni £ = {z,} € ¢y esisie & = k(x)
tale che [|z|[geo == |zg].

b) ¢o & una varietd lineare di £°°; anzi, & possibile (come?) definire in £%
un prodotto (z,y) — zy rispetto al quale ¢p & un ideale (bilatero) in £°°.

¢} ¢g & chiuso in £°°,
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1. a) Poiché

lim |£(2)] = Jim ——2—— = tox,

20 12sin?(z/2)|
il punto z = 0 & un polo per la funzione. Per determinarne 'ordine, basta
osservare che, in un intorno dell’origine privato dell’origine stessa, risulta

2 (z/2)? ) . (2/2)?
= —— lire, hm ——— =1
1) == gy Mol Im o

Ne segue che lim,,p 2 f(z) = —2: la funzione g definita, ad esempio in
Q:=%(1,3)={z€Cl|z—-1| <3}, da

g(z) = {if(z) se z € 2\ {0},

2 sez=0

& quindi analitica in , dove percio risulta g(z) = ::5 Cr 2"; ne viene
che, 2\ {0}, si ha f(z)}) = —% + 3742 Cpa1 2. Quindi z = 0 & un polo del
primo ordine per f; il residuo di f per z = 0 & uguale a —2.

b) Per il teorema dei residui, da quanto visto sopra & immediato concludere

che: 0 0 )
_ setl< o<,
/;f(z)dz_{—zm sel<p<2.

2. a) La prima affermazione & ovvia {ogni successione infinitesima & limi-
tata). Sia z = {zn} € to: esiste allora 7 tale che, ad esempio, |z,| < 1 per
ogni n > 7. Posto A = max{|z1],|z2},...,|z5|,1}, risulta evidentemente
|Zn] <X Vn €N,
b) La prima proprietd & conseguenza della linearitd del limite. Se in £ si
definisce prodotto di z = {z,}, {y,} la successione zy := {z, ¥, } (possibile
perché |z, yn] < [|Zllco |¥lloo; & chiaro che zy = yz), quando = € ¢y risulta,
per ogni y € £°°, |z, yy| < ’xn’ [%lloc — 0, quindi zy = Yz € Co.
¢) Sia {z{™} una successione in ¢y che tende ad z in £°. Fissato ¢ > 0
ad arbitrio, sia n € N tale che ||z — (™|, = sup;, |z — :c,(cn) } < e. Poiché
z™ € ¢y, esiste k. tale che Vk > k. siha I:s,{c")] < €. In conclusione, per ogni
k > k. risulta

|zk) < [z — 2]+ 28] < 26,

quindi anche {x,} & infinitesima, cio® z € ¢y; dunque cy & chiuso in £,




