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1 Algebre, o-algebre e misure

Definizione 1.1 (Algebra). Una collezione .# di sottoinsiemi di un insieme Q0 si dice algebra

se:
o e
e Ac Ml = Carc M
e ABe# — AUBec A
Osservazione 1.1. Direttamente dalla definizione segue che:
e Qe (2=%)
e ABe s — ANBe H# (ANB=%s,u%5)
e ABe ## — A\Be .# (A\B=AN%p)
Esempio 1.1. Alcuni esempi di o-algebre sono:
e Dato Q un qualsiasi insieme le collezioni Z(Q) e {0, Q} sono sempre algebre
e Se O = R? I'insieme .# := { R C R? | R unione finita di rettangoli} ¢ un algebra

Definizione 1.2 (Finita additivita). .# famiglia di sottoinsiemi di Q. Una funzione p: M —

[0, 400] si dice finitamente additiva se:
e u(0)=0
e A\Be€ M taliche AUBe€ . # e ANB=0 = pu(AUB) = u(A) + u(B)
Proposizione 1.1. .# algebra, p : # — [0,+00] finitamente additiva. Allora vale che:
1. AABe #, ACB = u(A) < u(B)

2. A, Be#, ACB, p(A) <+oo = p(B\A) = u(B) — u(A)

5 AvAvedt = p(() A) < 35 (A
i=1 i=1
Dimostrazione. 1),2) B = AU (B\A) e inoltre AN (B\A) = () quindi segue che u(B) = pu(A) +
n(B\A) = u(A) )

8) A1 U---U A, = A1 U(A2\A) U (A\U 4) U--- U (An\@1 4) — H(Q A = p(Ar) +

1=

oA\ U A € A0+ n4) = 32 a4 .

Definizione 1.3 (Misura). .# algebra, p: M4 — [0,+00] si dice misura se:



e u(0)=0
o {Auynen C A tale che AN A; =0 sei#j e GlAn et = ul E'jl A) =3 u(Ay)
Si dice che p € o-additiva o numerabilmente additiva.
Osservazione 1.2. p o-additiva = p finitamente additiva
Definizione 1.4 (c-algebra). .# famiglia di sottoinsiemi di Q si dice o-algebra se:
o e/
e Ac M = Cac M
o {Autnen C M = ['len e
Osservazione 1.3. .# oc-algebra — ./ algebra
Osservazione 1.4. Dato  insieme qualunque £(Q) e {0, Q} sono o-algebre.

Osservazione 1.5. In modo analogo a come gia osservato per le algebre si mostra che una

o-algebra ¢ chiusa rispetto all’intersezione e alla differenza numerabile di insiemi.

Proposizione 1.2. Data F famiglia di sottoinsiemi Q2 ! o(F) o-algebra tale che F C o(F)
eV M o-algebra tale che F C M allora o(F) C M

Dimostrazione. Almeno una o-algebra contenente .# esiste ed ¢ Z2(Q). Inoltre si mostra facil-

mente che U'intersezione di o-algebre ¢ ancora una o-algebra quindi risulta o(F) = N M
FCM
A o-algebra
]

Definizione 1.5 (o-algebra generata). o(.#) come nella proposizione precedente viene detta

o-algebra generata da .

Definizione 1.6 (Spazio misurabile). 2 insieme, A4 o-algebra. La coppia (Q, A) si dice spazio

miasurabile.

Definizione 1.7 (Spazio di misura).  insieme, # o-algebra, p misura. La terna (Q, 4, 1) si

dice spazio di misura.

Definizione 1.8 (Spazio di misura finito). (0, .#,u) spazio di misura si dice finito se u(2) <

+00. In questo caso anche p si dice finita.

Definizione 1.9 (Spazio di misura o-finito). (Q,.#,u) spazio di misura si dice o-finito se

I {Ap}tnen C A tale che |J A, =Q eV neN p(4,) < +oo.

n=1
Definizione 1.10 (Insieme trascurabile). (2, .#, ) spazio di misura, A € A si dice trascurabile

(o p-trascurabile) se u(A) = 0.



Esempio 1.2. Alcuni esempi di spazi misurabili:

1 sexg€ A
0 sexp¢ A

e Misura di Dirac: 2 insieme, 29 € Q, A4 := P(Q). 6,,(A) =
(Q, A ,dy,) € uno spazio di misura finito

#A se A e finito
e Misura del contare:  insieme, .# := 2(Q) #(A) :=

+00  se A ¢ infinito

Se Q ha cardinalita finita allora (£, #,#) ¢ uno spazio di misura finito mentre se 2 ¢
numerabile allora (Q, #,#) ¢ o-finito.

Proposizione 1.3. (Q, ., ) spazio di misura. Vale che:

1. {An}nen € A, Ay C A1 VN eN = /L(UA)— hmu( n) ({An}nen si dice

n=1

successione crescente di mszemz)

o0
2. {Bu}nen €M, B, D Bpy1Vn €N, u(By) < +oo = () Bn) = ILm w(By) ({Bn}nen
n=1 n—0o0

st dice successione decrescente di insiemi)
Dimostrazione. 1) U A, = A1U(A\A)U(As\A)U--- = AU( A \An—1) = p( U An) =
n=2 n=1

p(Ar) + z H(ANA_1) = p(A) + L (3 p(ANAL)) = lim (u(Ay) + p(A2\AL) + -+ +

n—+00 ;i 9 n——+o0o
HANA, 1) = lm (A
2) A, := B1\B,. {4,}nen € una successione crescente di insiemi. Inoltre (| B, = B1\ U 4.
n=1 n=1

e analogamente V k € N By, = B;\ U A,,. Siccome U A, C By Y k € Nsi ha che y( U Ap) <
n=1

n= 1 n=

8

p(B1) < oo V k € N. Allora p( ﬂ n) = u(B1\ U Ap) = w(B1) — i L:JlAn) = u(B1) —

fim () = Tim (u(B) (U A44) = tim (B A= lim_p(Ba) .

n—-+oo n——+o0o n——+oo

Esempio 1.3. L’ipotesi che u(B;) < 400 ¢ necessaria, altrimenti si possono trovare controe-
sempi. Preso (N, Z(N), #) spazio di misura, By := {n € N|n >k} si hacheVk € N u(By) =

o0 ma u(}ﬁ By) = u(0) = 0

Definizione 1.11 (Misura esterna). Q) insieme, A : Z(Q) — [0, +00| si dice misura esterna su
(Q, 22(Q))se vale che:

o \0) =
e A,Be P(Q) tali che AC B = \A) < \(B

)
e {Adnen C2(Q), A= |) Ay — AA) < f; MA,) (sub-additivita)

n=1



2 Misura di Lebesgue in RY

Vogliamo definire una misura esterna su RY. Chiameremo intervalli di RY gli insiemi prodotto
n
di intervalli limitati, eventualmente degeneri, di R. Preso un intervallo I C RN, I = & (a;, b;)

i=1
n

pongo |I|= [] (b; — a;). Quindi, dato A C RY, pongo
i=1

pr(A) = inf{2|lk|| {I; }ren insieme di intervalli tali che A C U I}
k=1 k=1

Proposizione 2.1. p* ¢ una misura esterna su (RN, 2(RY))
o0

Dimostrazione. Sia per brevita M(A) := { > |Ix|| {Ix}ren insieme di intervalli tali che A C
k=1

U Ix}. Ovviamente p*(@) = 0 perche {{0}}xen ricopre @ = 0 € M(0). Preso A C B &

k=1

chiaro che M(A) C M(B) = inf(M(A)) < inf(M(B)). Mostriamo ora la sub-additivita.

Sia {Ay}nen € Z(RY). Se > u*(A,) = +oo allora la sub-additivitd & banalmente vera.
n=1

Supponiamo quindi che Y A, < +00. Ve >0Vn € N 3 {1, ; }ren successione di intervalli che

n=1

o0
ricopre A,, tale che Y |I, x|< p*(A4n) + 2% Ovviamente {I, ; }nen ricopre A quindi p*(A4) <
k=1 kEN

(1) o0 &) o0 o0 € o0
Skl = X0 X [ nkl= D0 p (An) + > o0 = > u*(Ap) + € quindi facendo tendere € — 0 si
n,k n=1 k=1 n=1 n=1 n=1
ha che p*(A) < > u*(A4,) ((1) & possibile perche la serie & assolutamente convergente) ]
n=1

Proposizione 2.2. [ intervallo di RN = |I|= pu*(I)

Dimostrazione. Siccome I ricopre se stesso € chiaro che p*(I) < |I| quindi mostriamo che |I|<

w*(I). Sia {J,}nen una successione di intervalli che ricoprono I. Fissato e > 0 3 K intervallo
€

chiuso tale che K C I, |K|> |I|—§. Inoltre V n € N 3 L,, intervallo aperto tale che |L,|<

€

|J”|+2n+1' Ovviamente K C |J L, ma siccome K & compatto 3 7 tale che K C |J L.
n=1 n=1
7 ¢ 7 7 e 00 ¢
Siccome |K|< > |Ly| si ha che |I|—§ < KIS STLEIS D2 | dnl+ D2 T <y |Jn|—|—5 —
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
< Yo [ Jkl+e = [II< X [Tl = [{|< p*(I) u
n=1 n=1

Osservazione 2.1. Preso § > 0 e A C R & chiaro che una definizione equivalente di p*(A) &
o0 o0

w*(A) :=1inf{ > |L,|| {In}nen successione di intervalli tali che A C |J I,, e diam(l,) <dVn e
n=1 n=1

N}

Proposizione 2.3. F,...,F, CRY insiemi chiusi e limitati tali che ¥ i # j F;N F; =0.

Vale che p* (U Fi> =3 u*(Fy)
i=1 =1

= %



Dimostrazione. Basta mostrare la proposizione per n = 2 (per un generico n segue facilmente per
induzione). Sia d := dist(Fy, Fz). Ve >0 3 {I}}ren successione di intervalli tali che Fy U Fy C

o0

oo d
U Ik, diam(I;) < 3@ S| p*(FLUFy) +e. Allora posso estrarre da {Ij; }ren degli intervalli
k=1 k=1

che ricoprono separatamente Fy e Fy e quindi p*(Fy) + p*(F2) < > |Ll+ > |[1kl<
IkﬂFﬁé(Z) Ikﬁngé(D

o)
>0 Hk|< p*(Fy U Fy) + e. Grazie alla definizione di misura esterna segue la tesi. ]
k=1

Proposizione 2.4. V G C RY aperto e limitato, ¥V ¢ >0 3 F C G chiuso tale che p*(F) >
p(G) —e

Dimostrazione. Sia G C RY aperto e limitato e ¢ > 0. Con un processo di ‘reticolazione‘ &
possibile ricoprire G con una successione di intervalli {I,},en a due a due disgiunti tali che

VneN I, CG. Ovviamente per definizione di misura esterna p*(G) < 3 |I,| quindi 3 7
n=1
tale che > |I;|> p*(G) — % Inoltre Vi = 1,...,m 3 J; C I, intervallo chiuso e limitato tale che
i=1

|J;|> \Ii|—2é. Allora F' := J J; & chiuso ed & quello cercato. Infatti per la proposizione appena
n i=1

n n €

lu*(Ji) = ;IJi|> ;Ihl—Q > (G) —€ "

e

precedente si ha che p*(F) =

Proposizione 2.5. V G C RY aperto e limitato, V F C G chiuso vale che p*(G\F) = pu*(G) —
p(F)

Dimostrazione. Grazie alla sub-additivita della misura esterna vale immediatamente che
p(G) < pt(F) + ' (G\F) = p*(G\F) 2 p*(G) — p*(F)

Mostriamo la disuguagliana opposta. G\F & aperto quindi per quanto appena visto V € >
0 3 Fy C G\F chiuso tale che p*(Fy) > p*(G\F) —e. Allora pu*(F) + p*(G\F) < p*(F) +
p(Fr) +e=p (FUF)+e<p(G)+e = p(G\F) < p*(G) — pw* (F) u

Definizione 2.1 (Insieme misurabile secondo Lebesgue). A C R¥ si dice misurabile secondo
Lebesgue se¥ e >0 3 F. CRYN chiuso e 3 G. C RN aperto tali che F. C A C Ge e p*(G\F) < ¢

Teorema 2.1. .2 := {A C RN | A misurabile} ¢ un’algebra di RN

Dimostrazione. Ovviamente ) € .Z perche  C 0 C @ e () & sia aperto che chiuso.

Preso A € £ per ipotesi si ha che V e > 0 3 F, chiuso e 3 G, aperto tali che F, C A C G,
e *(GN\F.) < e. Allora %, ¢ chiuso, €F, ¢ aperto, 6o, C 64 C 6r. ¢ pu* (6r.\%z.) =
PW(GN\F.) <e = G4 € 2.

Siano ora Aj, Ay € £. Mostriamo che A; N Ay € £ (siccome A; U Ay = Ciga,n64, allora
anche Ay U Ay € &). Fissato e > 0 3 Fy, Fy chiusi e 3 Gy, Gy aperti tali che F; C A; C Gy,
Fy C Ay C Gy, p*(G1\F1) < % e u*(Ga\Fy) < % Allora posto F':= F1NFy e G := G NG, vale



che F C A1N Ay C G e inoltre p*(G\F) = p*((G1\G1) U(G2\F2)) < p*(G1\F1) + p*(Ga\Fr) <

%+§<e:>A1ﬂA2€$ [
Proposizione 2.6. A limitato. A € £ <= Ve >0 3 F. C A chiuso tale che p*(F) >
p(A) —€

Dimostrazione. =) E ovvia perche esistono F, chiuso, G, aperto, tali che w (A) < p*(Ge) <
P (G\Fe) + p (Fe) < e+ p*(Fe)
) Fissato € > 0 3 {I,}nen successione di intervalli aperti tali che diam(Il,,) <1 V n €

, AC U I, Z |In|< p*(A) + e Pongo G.:= |J I,. Ovviamente G, ¢ limitato e inoltre
n=1 n=1 I,NA#D

p(G\Fe) = p*(Ge) —p* (Fe) < Z (| =p* (Fe) < p*(A) + €= p*(Fe) <2e quindl A€ m
n=1
Teorema 2.2. .Z ¢ una o-algebra e pu* & o-additiva su £

Dimostrazione. Sia {Ap}nen € & successione tale che A; N A; =0 Vi # j. Supponiamo in-
oltre che 3 I intervallo limitato tale che A,, CI Vn € N. Fissatoe >0 VneN JF,CA,

chiuso tale che p*(F,) > p*(A4,) — 271% (per la proposizione appena dimostrata). Siccome
[e's) =) k 0o
w* ( U An> < Z w*(An) Ik eNtaleche > p*(4,) > pu* ( U An> - % Sia quindi F :=
n=1
k
U F,,. F ¢ ovviamente chiuso e siccome F; N F; =0 Vi # j vale che p*( Z
n=1 n—=1
k € k . 00 € k . € 0o
z:: (Ap)— 2:: ol > nglu (An)— 2:: i1 = nzzjlﬂ (An)— 5 L:J quindi per la
o) k k 00
proposizione precedente |J A, € .Z. Inoltre V k € N E Z Z S
n=1 n=1 n=1 n=1
L . N ¢ N ¢ e oo
ZU(Fn)‘F*—/J UFn +-<up UAn +-< 5 Z ( )
n=1 2 n=1 2 n=1 2 2 n=1

o0 o) o0
w* ( U An> = > w4, =p" ( U An> quindi in questo caso p* & o-additiva.
n=1 n=1 n=1

Supponiamo ora di avere una successione {4, },en C & tale che A;,NA; =0 Vi#j. Sia

{It}ren € RY una successione di intervalli limitati tali che I; N Li=0 Yi#j U= RN e
k 1

inoltre V. A C RY limitato 3 {k1,...,k} C N tali che A C U Iy,. Posto B; := U (A; N I;) per

=1 1_

quanto dimostrato finoraV j € N B; € Z. Inoltre Vi# j B,NB;=0e U B; = U An.
j=1 n=1

Ve>0 VjeN 3 Fj chiuso, G; aperto tali che F; C By C G e p*(G,\Fj) < 2% Mostriamo

o0
che F':= |J F; & chiuso. Sia {2, }neny € F una successione convergente. Allora {x, },cy € limi-
j=1
tata = {z, }nen sta in un numero finito di chiusi F; = 7 := hrJrrl Ty sta in uno di tali Fj
n—-+0oo



e quindi Z € F. Inoltre G := |J G; ¢ aperto. Posto A:= |J A, sithache FCACGeG\F =

Jj=1 n=1
(o) o) o0 &)
U (G;\F) C U (G;\F}) quindi p*(G\F) < Z w(G;\F;) < 27 =e¢ = A€ Z. Inoltre
j=1 J=1 =1 =t
anche in questo caso p* & o-additiva. Infatti E pr(An) < X0 pr(Ain) = 3 > e
n=1 ij=1 i=1

HC:
HC: ﬂ
U:J

=

o)

w*(A) + e quindi facendo tendere n — +oo si trova Z p*(B;) < p*(A). Allora Z w (A
Jj=1 n=1

1H(An) = p(4) = i:: 1 (An)

Va1 Zn: p(Bj) < éﬂ*(Fj) + i:lu*(gj\Fj) <u (

J J

| N

f: “(By) < p*(A) <

j=1

1

Sia ora {A, nen C Z una successione qualsiasi. Costruisco {A! }neny C £ ponendo A} = A,

n—1 0 eS]
eA’n::An\<U AZ-) Vn>1 Ovviamente Vi#j AiNA, =0 = U A, = U 4. €
i=1 n=1 n=1
|
Definizione 2.2 (Misura di Lebesgue). (RY, % 1) con p = y*‘ip ¢ uno spazio di misura e

viene detta misura di Lebesgue.
Teorema 2.3. ACRY, Ac ¥ < wale una tra le sequenti:
1. A é un’unione numerabile di chiusi e insiemi u*-trascurabili

2. A ¢ intersezione numerabile di aperti meno un u*-trascurabile
Inoltre ZRN) C &

Dimostrazione. Mostriamo prima che Z(RY) C Z. Per quanto dimostrato finora ogni aperto
limitato ¢ misurabile. Preso A C R¥ aperto qualunque e la successione I,, := (—n,n)" si ha

oo
che A= |J(ANI,) esiccomeVneN ANI, € ¥ anche A € Z. Allora poiche ogni chiuso

n=1
¢ complementare di un aperto anche tutti i chiusi sono contenuti in .Z e questo dimostra che

BRN) C £.

<= ) Mostriamo che ogni insieme p*-trascurabile & anche p-trascurabile e misurabile. Sia

B tale che p*(B) = 0. Ve > 0 3 {I,}nen successione di intervalli che ricopre B e tale
o)

che Z |1n]< E. Inoltre 3 {I/ },en successione di intervalli tali che I, C I, Vn € Ne

| 1< |1, |—i—2 g Posto G := | I, e F := ) vale ovviamente che ¥ C B C G e inoltre

WHG\F) < ST < 3 |1n|+§ <e= Be.LeuB)=0.
n=1 n=1

= ) Sia A e ¥ AlloraVn € N 3 F, chiuso e G,, aperto tali che F;, C A C G, e



1 00
w*(Gp\F,) < —. Posto F := |J F, e N := A\F si ha che N & p-trascurabile. Infatti
n n=1

1
w*(N) < p*(Gp\Fp) < o 0 = p*(N) =0=pu(N). Ovviamente A = FUN e analogamente

Ca=%y> r, NN =(U Cr,)\N -
n=1

Osservazione 2.2. . & la o-algebra generata da Z(RY) e dagli insiemi p*-trascurabili.

Proposizione 2.7. VA € RY p*(A) = inf{u(G) | G aperto e A C G}. Se inoltre A € &
allora p(A) = p*(A) = sup{u(F) | F chiuso e limitato t.c F C A}

Dimostrazione. La prima proprieta e ovvia perche ogni aperto puo essere rappresentato come
unione di intervalli. Mostriamo la seconda. Sia A € £. Fissato € > 0 e posto A,, := AN(—n,n)V

si ha che u(A) = liIJIrl 1(Ap) quindise p(A) < +oo I n € Ntale che u(4,,) > #(A)*g e inoltre
n——+00o

3 F chiuso tale che u(F) > u(A) — % quindi p(F) > p(A) — €. Se invece u(A) =400 IneN
tale che u(Ay,) > 2¢ = 3 F chiuso tale che u(F) > u(A,) —e=c¢ ]

Esempio 2.1. L’insieme di Cantor ¢ p-trascurabile nonostante abbia cardinalita piu che numer-

abile. Si pone

Co :=1[0,1]

HM o a5

L’insieme di Cantor ¢ l'insieme C := [\ C,. C € .Z perche intersezione numerabile di chiusi
n=1
2 n
e inoltre C' ¢ p-trascurabile perche V n € N u(C,) = <3> e p(C) = hIJIrl w(Cp) = 0. Si
n—-+oo
mostra che gli elementi di C sono tutti e soli quelli la cui espansionQe decimale in base 3 contiene
solo le cifre 0 e 2. Allora la mappa h : [0,1] - C > % Z ? dove Z 7 ¢ la scrittura
i=1
decimale in base 2 di un generico elemento di [0, 1] & biunivoca e qumdl #C’ #[O 1] =#R

3 Funzioni misurabili e integrale di Lebesgue

In tutta la sezione si lavorera in (€2, .#') spazio misurabile.

Definizione 3.1 (Proprieta quasi ovunque). (Q, .7, ) spazio di misura. Si dice che una pro-

prietd vale quasi ovunque se vale in Q\N con N p-trascurabile

Definizione 3.2 (Funzione misurabile). (Q,.#) spazio misurabile, f : & — RU {£oo}. f si
dice misurabile se V a € R gli insiemi {x € Q| f(z) > a} € A



Proposizione 3.1. (Q,.#) spazio misurabile, f : @ — RU {£oo}. Sono equivalenti:
1.VaeR {ze€Q| f(z)>a}eH
2.VaeR {zeQ|f(x)>a}eA
3. VaeR {ze€Q] f(zr)<a}eH
4. VaeR {xeQ] flx)<a}e A
Dimostrazione. 1) — 2) Sia X,, := {x eQ| flx) >a— TlL} Per ipotesi Vn € N X, €

M= {zeQ|flx)>a}t= () Xn€ A
n=1
2) = 3) {zr e Q| f(z) < a} = Clocalf(e)za) € A
3) = 4) La dimostrazione ¢ identica a quella di 1) = 2)

4) = 1) La dimostrazione ¢ identica a quella di 2) = 3) |

Osservazione 3.1. (Q,.#) spazio misurabile. f: Q) — RU{4oc} & misurabile <= f~(B) €
M N Be BR)

Proposizione 3.2. (Q, #) spazio di misura. f:Q — RU{xoo} misurabile = —f, f*, f~,|fl,kf Vke
R sono misurabili. Inoltre se g : & — R U {xoo} & un'altra funzione misurabile anche f +

g, fg, max(f,g), min(f,g) sono misurabili.

Dimostrazione. —f) Ovvia per la proposizione precedente

{zreQ| flx)>ale s a>0
Qe a<0

f{zeQ|ff(@)>a} =
f7) Analoga alla precedente
kf) Ovvia dalla definizione

fHg) {zeQ| f(z)+g(x)>a} = LGJQ({xEQ\f(x)>r}ﬂ{z€ﬂ|g(:c)>a—r})E///

fg) f? & misurabile. Infatti

Qe H a<0
{fzeQ|fl@)<—Vau{zeQ| f(z)>Vated a>0



Siccome fg = %((f +9)% — 2 — ¢°) anche fg & misurabile.
max) max(f,g) = f + (g — f)* ¢ misurabile

min) min(f,g9) = f — (¢ — )~ & misurabile ]

Proposizione 3.3. (Q, .#) spazio di misura e {f, : @ = RU{£o00}}nen successione di funzioni

masurabili. Allora anche:
* f(z) = inf ful2)

4 g(x) -= sup fn(x)
neN

e u(@) = limnf f, (v)

e v(z) :=limsup f,(x)

n——+oo

sono misurabili
Dimostrazione. f) {xr € Q| f(z) >a} = N{zeQ| fu(x)>a}l e # YaeR
n=1

) {z €| g(x) <a) = F'ﬂl{xemfn(x)m}e/// VaeR

n=

u) u(xz) = sup inf fx(x) & misurabile per i punti precedenti
neNk2n

v) v(x) = irelg Zl>lp fx(x) & misurabile per i punti precedenti
>n

Corollario 3.1. (Q,.#) spazio di misura, {fn : @ = R U {Zoo}}nen successione di funzioni

misurabili tali che f,, — f puntualmente — f misurabile

Definizione 3.3 (Funzione semplice). Una funzione s : Q@ — R si dice semplice se assume solo

un numero finito di valori.
Osservazione 3.2. Ogni funzione semplice & combinazione lineare di funzioni caratteristiche.
Dato E € Q si indichera con 1 la funzione caratteristica di E.

n
Osservazione 3.3. s:= Y ¢;1p, semplice ¢ misurabile <= Vi=1,....n E, € .4

i=1
Teorema 3.1. f: Q — RU{£oo}. Allora 3 {sn}nen successione di funzioni semplici tali che
sp — f in Q. Inoltre se f e misurabile é possibile scegliere le funzioni semplici s, in modo che

stano misurabili. Se f é anche non negativa la successione pud essere scelta crescente (si dira

che sp, /' f)

10



-1
Dimostrazione. Sia F,, :={z € Q| f(z) > n} = f~1([n,+o0]) e By, :== {a: Q| k? < flx) < k} =

2n
k—1 k n2" 1
f! ({ om ,2n>> VneN Vk=1,...,n2" Se f¢&non negativa pongo s, := kz;l o 1g, .+

nlg, . E chiaro che sn /* f e inoltre se f e anche misurabile allora F,,E, , € # VY n €
N Vk=1,...,n2" = s, misurabile V. n € N. Se f & di segno qualunque posso costruire
{8 }nen e {s; }nen taliche st 7 fTes, 7 f~ equindiposto s, = s —s, sihaches, — f =

n

Osservazione 3.4. Se = RY posso inoltre scegliere la successione {8n}nen dell’enunciato

precedente in modo che sia nulla al di fuori di un compatto. Infatti posto @Q,, := [-n.n]" basta
) nle__l
definire s,, := kzl 27”]113”,,6062” +nlF,ng.,

D’ora in avanti considereremo invece (2, #, u) spazi di misura.

Definizione 3.4 (Inetgrale di una funzione semplice). (2, 4, p) spazio di misura, E € # . Sia

s =Y. ¢;1g, una funzione semplice misurabile e non negativa (= ¢; >0 Vi=1,...,n).
i=1

Chiamo integrale di s su E il valore Ig(s) := Y c;u(E; N E). Per convenzione poniamo che se

i=1

wE;NE) =400 ec; =0 allora c;u(E;NE) =0

Definizione 3.5 (Integrale di funzioni non negative). (Q,.#,u) spazio di misura, f : Q —

[0, +00] misurabile e E € 4. Chiamo integrale di f su E rispetto alla misura p il valore:

/ f dup = sup{Ig(s) | s semplice e misurabile tale che 0 < s(z) < f(z) Vz € E}
B

Osservazione 3.5. s funzione semplice, misurabile e non negativa = Ig(s) = / s du
E

Definizione 3.6 (Integrale di Lebesgue). (Q,.#,u) spazio di misura, f : Q@ — R U {£oo}

misurabile e E € A . Chiamo integrale di f su E rispetto alla misura p il valore:

/Efdu:/Ef*du—/Ef’du se /Eﬁdu, /Ef*du<+oo

In tal caso dico che f ¢ integrabile su E e chiamo L*(E) linsieme di tali funzioni.

Proposizione 3.4. f:Q — R misurabile e non negativa, « >0 e E € 4. Allora:

/Eozfdu:a/Efdu

Dimostrazione. Sia U := {u semplice e misurabile tale che 0 < u(z) < af(x) V2 € E} e
S := {s semplice e misurabile tale che 0 < s(z) < f(z) V 2 € E}. E chiaro che U « S grazie
alla mappa h: S € U s as. Inoltre Ig(h(s)) = alg(s) per definizione di I quindi & chiaro

che sup Ig(u) = asup Ig(s) da cui per definizione di integrale segue la tesi. ]
uclU seS

11



Corollario 3.2. f € LY(E), a € R = «f € LY(E) e inoltre:

/Eafdu:a/Efd,u

Dimostrazione. Se a > 0 la tesi segue dalla proposizione precedente ricordando che f = f+—f~.
Per a < 0 basta mostrare la tesi per & = —1 ma chiaramente —f = f~ — f* quindi la tesi segue

dalla proposizione precedente. ]

Proposizione 3.5. f,ge LY(E), f<gsuE = / fdu< / g dp
E E

Dimostrazione. f = fT — f~ g=g " —g- = ft < gt f~ > g . Dalla definizione di

integrale per funzioni non negative segue facilmente che la tesi vale per f, g™ e per f=, g~

[ran=[stau= [ 5 dus [ gt au- [ g du= [ g

Proposizione 3.6. E € .# tale che p(E) < +oo, [ misurabile tale che a < f < b su E
(a,b €R). Allora f € L*(E) e inoltre:

ap(E) < /Ef dp < bu(E)

quindi:

Dimostrazione. / a dp = ap(E) e analogamente / b du = bu(F). Siccome |a|< fT < |b| e
E

/Eerd,u,/Effdu<—|—oo

quindi f € L'(F). La tesi segue dalla proposizione precedente. ]

B
la|> f~ > |b| segue che:

Proposizione 3.7. E € .#, ACE tale che A€ .#. Allora f € LY(E) = f € L'(A)

Dimostrazione. f = ft — f~ einoltre fT14 < f+, f714 < f~ quindi:

[ dn [ 5 du< o
A A
per cui f € L1(A) |

Proposizione 3.8. E € .# y-trascurabile, f misurabile = f € L*(E) e inoltre:

/Efd,u:O

/ fT du = sup{Ig(s) | s semplice e misurabile tale che 0 < s < f* su E} = sup{0} =0
E

Dimostrazione. f = f* — f~. Siccome:

/ f~ dp =sup{Ig(s) | s semplice e misurabile tale che 0 < s < f~ su E} =sup{0} =0
E

f € LY(E) e ovviamente / fdu=0 [
E

12



Teorema 3.2. (2, .4, ) spazio di misura, f : Q — RU{4o00} misurabile e non negativa. Allora
v:Q— RU{+oc0} E»—)/ f dp & una misura su (Q, A)
E

Dimostrazione. Siccome () & p-trascurabile si ha chiaramente che v(f)) = 0.

Sia {A, }nen C A tale che A;NA;j =0 Vi#jesiad:= | A,.

n=1

Se f = 1g per qualche E € . allora si ha:

v(A) = /IlEdM wENA)= ZpEﬁA i/ IlE:iy(An)
n=1 An n=1

e quindi vale la og-additivita di v.

Se f fosse una funzione semplice lo stesso argomento dimostrerebbe la o-additivita di v per

linearita.

Sia ora f qualunque. Supponiamo che V n € N / f dp < +oo (altrimenti la o-additivita &

ovvia). Notiamo che per quanto appena dimostrato enper la definizione di sup:

v(A) = / f du = sup{I(s) | s semplice e misurabile tale che 0 < s(z) < f(x) Vaz € A}
A

= sup Z 14, (s) | s semplice e misurabile tale che 0 < s(x) < f(z) Vae A

Szl/AnfdMZle/(An)

Inoltre Ve >0 VneN V i =1,...,n ds; semplice e misurabile tale che 0 <s; < fin A; e

inoltre / fdp <1Ia,(s )+ —. Allora presa s(™) funzione semplice su U A; tale che s(W| =,
Ai =1 i
si ha che:

Zl/ fefZ/ fd,u—e<ZIA *IU/f;lAi(s(n))S/n fdu</fdu—1/( )
i=1

i= 1

quindi passando al limite per n — 400 e per € — 0 si trova che:

oo
>
i=1
che conclude la dimostrazione. ]

Corollario 3.3 (o-additivita dell’integrale di Lebesgue). (Q, .4, i) spazio di misura, { Ay }nen C
M tale che A,NA; =0 Vi#j A= U A,, Allora vale che:

[ 1 au= _1/Anfdu
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Corollario 3.4. (Q,.#, 1) spazio di misura,A € #, f,g € L*(A) con f = g u-quasi ovunque.

Allora
/fw:/gw
A A

Dimostrazione. Sia N p-trascurabile tale che f = g su A\N. Allora per quanto appena di-

/fw: f@+/f@:/ gw+/gw:/gw
A A\N N A\N N A
Proposizione 3.9. f € L'(A) = |f|e L*(A) e inoltre:

‘/Afdu‘S/Afldu

Dimostrazione. Sia B :={z € Q| f(x) >0} e C :={z € Q| f(z) < 0}. |f| & misurabile e non

negativa per ipotesi e inoltre

mostrato:

+ suB
=yt
f= suC

Jisau= [ 1 du+/clf| du= [ f* d;H-/Cf’ dhi < +o0

da cui segue che |f|e L1(A). Inoltre
[ du‘—/ﬁdw/ £ du= | |fldu
A A A A

Jorwl=]

quindi:

+ du — —d
[+ a /Af u‘é

fir ol

Proposizione 3.10 (Condizione necessaria e sufficiente per I'integrabilitd). (Q,.#, i) spazio di
misura, f:Q — RU{+oo} misurabile, E € .#. Allora f € L*(E) <= 3 g € L'(E) tale che
|f(x)[<g(x) VzeE

Dimostrazione. — ) E ovvia scegliendo g = | f| per quanto visto nella proposizione precedente.

<= )0< ft <g e analogamente 0 < f~ < g quindi si trova facilmente che:

/j*dué/gdu<+w
E E

/f*d,uﬁ/gd,u<+oo
E E

quindi f € LY(E) ]
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Teorema 3.3 (Teorema di Beppo-Levi). (Q, .#, 1) spazio di misura e {f}nen successione cres-

cente di funzioni misurabili e non negative su E € M. Allora posto f(x) := liT folz) Vze
n——+0o00o

FE si ha che:
| Fau=tim_ [ g
E n—-+oo E

Dimostrazione. Siccome la successione € crescente vale chiaramente che f, < fsu E Vn €N

e quindi / fndp < / fdu ¥V neNda cui si ricava che:
E E

lim /fndué/fdu
n—+oo [m E

Sia s una funzione semplice e misurabile tale che 0 < s < f su E e sia 6 € (0,1). Posto

n={x € E| folx) > ds} sihache Vn e N E, C E,;; (quindi E, & una successione
k
crescente di insiemi). Inoltre vale chiaramente che E = U E,,. Supponiamo che s = > ¢;1p,.
n=1 i=1
Si trova quindi:

k
[ winz [ fuduzo1n (9= 53 enlBin £
2 En i=1

Passando al limite per n — 400 si trova che:

k
lim /fndu>(52:cZ hm w(B; N Ey,) —5261/1,3 NE)=4Ig(s)

n—-+oo
i=1

e quindi passando al sup su tutte le funzioni semplici e misurabili s e facendo tendere § — 1 si

tiw [ odu [ 7 d
n—+oo [m E

che dimostra il teorema. [ ]

conclude che:

Lemma 3.1 (Lemma di Fatou). (Q,.#,pu) spazio di misura, {fntnen successione di funzioni

misurabili e non negative su E € 4. Allora:

n—-4o0o

/ liminf f,, dp < hm mf/ fn du
E

Dimostrazione. Sia f(z) :=liminf f,,(z) V a € E. Per la proposizione 3.3 f ¢ misurabile ed &
n—-+0oo
ovviamente non negativa. Sia g, (z) 1= Iir>1f fr(z) V z € E. Sempre per la proposizione 3.3 g, &
>n
misurabile e inoltre vale che Vn € N g, < gnt+1, 0 < g, < f, su F e anche lirf gn(x) = f(2).
n—-+0oo

Allora per il teorema di Beppo-Levi:

/ fdu :/ lim g, dp= lim gn dp = hmlnf/ gn du < hmlnf/ fn du
E B n—+0o0

n—+oo n——+00 n—+oo
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Teorema 3.4. (Q,.#,u) spazio di misura, E € M. f1,fo € LY(E) = fi+fo € LY(E) e

inoltre:
/E(f1+fz) du:/Efl du+/Ef2 du

Dimostrazione. Per ipotesi f1 e fo sono misurabili. Supponiamo inoltre che siano non negative su

E. Allora per il Teorema 3.1 3 {s,, }nen, {tn}nen successioni di funzioni semplici, non negative
k() 1(n)
e misurabili tali che s, 2 f1 e t, /' fo. Sia quindi s, = Z c B € 8o = E d(n B(n)

conE(n)B e M, c",(n)z() VneNVi= ,...,k(")ijl
k(n) 1(n)

/ Sp dp = Z cz(-")u(Ei(”) N E) e analogamente / tn dp = Zd B(") N E) & ovvio che:
E

=1
/(Sn+tn) du=/sn du+/tn dp < +o0
E E E

e quindi passando al limite per n — +o0o grazie al teorema di Beppo-Levi:

/E(f1+f2) dMZ[Efl d/H-/Ef2 du

Se invece f1 e fo sono di segno qualunque basta notare che, detta f := f; + fo, f € misurabile e

yeee l(”) Essendo

inoltre | f|= |f1+ f2|< | fi]+]|f2|- |f1], |f2] sono integrabili per la Proposizione 3.9 e quindi anche
f & integrabile per la Proposizione 3.10. Inoltre si ha che f; = fi" — f{ e fo = f5 — f; quindi
ftH A=+ f1 + f2Jr da cui segue facilmente per quanto dimostrato finora che:

/Eﬁdu*—/Effdu+/Ef2_du:/Ef*du+/Ef1+du+/Efl+du

e quindi riordinando i termini si ha la tesi. [ |

Lemma 3.2. {a,}nen, {bn}nen C R successioni tali che liminf a,, = a e liminf b, = b. Allora

n—-+o0o n—-+oo

liminf(a, +b,) =a+b

n—-+oo

Dimostrazione. ¥V e >0 3In € N tale che Vn > n agan—i—% edneNtalecheVn>n b<

€ _ =

b, + 3 Allora posto 7 := max(n,n) si hache Vn >n a+0b < a, + b, + €. Siccome si
possono estrarre due sottosuccessioni {an, }ren, {bn, tren tali che an, Fiae by, BLIyA (=
an, + bn, Ka+ b) segue la tesi. |

Osservazione 3.6. La stessa tesi si puo dimostrare anche se a,b = +o00

Lemma 3.3 (Lemma di Fatou esteso). (,.#, ) spazio di misura, E € M, {fn}nen C LY(E)

successione di funzioni tale che / fn du sia limitata. Allora vale che:
E neN

1.3 g € LYE) tale che g < f, su E ¥Yn € N = hmmffn € LY(E) e inoltre

n—) o0
/ liminf f,, dp < hm 1nf/ fn du
E

n—-4oo
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2.3 h € LYE) tale che h > f, su E Vn € N = limsupf, € L'(E) e inoltre

n——+oo

/ limsup f,, dp > lim sup/ fn du
E E

n—-+o0o n—-+oo
Dimostrazione. 1) Siau, := f,—g Vn € N. Allora {u, }nen € L'(E) e inoltre & una successione

di funzioni non negative quindi per il Lemma di Fatou e per il Lemma 3.2 vale che:

/ lim mf fn dp — / g dy = / (hm inf f, —g) du = / lim inf w,, dp < lim inf/ Uy dp =
E E oo E E

n—-+4oo n— n—-+o0o n—-+oo

= lim inf (/ fn dp— / g d,u) = lim inf fn dp — / g du
n—-+oo E n—+oo E
Resta da mostrare che lim inf fn € LY(E). Dalle disuguaglianze trovate in precedenza si ha che

/ liminf u,, du < 400 quindi liminfu,, € L'(E) e quindi liminf f,, = liminfu, + g € L*(E)
E

n——+00 n——+00 n——+00 n—-+0oo
2) —h < —f,su E VnéeN quindi per il punto precedente si ha che:

/ liminf(—f,) du < liminf (—fn) dy = /(—limsup fn) dp < —limsup/ fndyp =
E E E

n—+00 n—r+oo n—+o00 n—+o00

/ limsup f,, dp > lim sup/ fn du
E E

n—+00 n—+o00

[ ]

Teorema 3.5 (Teorema di Beppo-Levi significativo). (Q,.#,u) spazio di misura, E € M#,

{fn}nen C LY(E) successione monotona di funzioni tale che / In du} sia limitata. Allora,
E

neN
posto f(x) = ngrfw fn(z), si ha che f € L*(E) e inoltre:

/fdﬂz lim /fndu
E n—-+oo E

Dimostrazione. Supponiamo che f,, sia decrescente (la dimostrazione per il caso opposto ¢ del
tutto analoga). Per il Lemma di Fatou, siccome f; > f, su E V¥V n € N, vale che f € L'(E) e

inoltre
lim / fn du:limsup/ fn dug/ fdu
n—=teo /g n—+oo JE E

Analogamente siccome f < f, su £V n € N sempre per il Lemma di Fatou:

lim /fndu—llmlnf/ fnduz/fd,u
E

n—+o0 /p n—+
e quindi il teorema & dimostrato. ]
Teorema 3.6 (Teorema di Lebesgue della convergenza dominata). (Q, .7, 1) spazio di misura,

E € M, {fu}nen successione di funzioni misurabili tale che f, — f puntualmente. Se 3 g €
LY(E) tale che |fu|< g su E ¥ n €N allora f € LY(E) e inoltre:

fdp= lim fn dp

E n—-4oo E



Dimostrazione. Per ipotesi —g < f, < g = /(—g) du < / fn du < / g dp quindi la
E E E

successione {/ fn du} ¢ limitata. Allora per il Lemma di Fatou esteso vale che f € L'(E)
E neN

e inoltre:
fdp < 1iminf/ Jndu < limsup/ In du S/ [ du
E n=toe Jp n—+oc JE E
da cui segue che il limite lir_P / fn du esiste e vale esattamente / fdu [

Osservazione 3.7. I teoremi visti finora valgono se le ipotesi valgono solo quasi ovunque.

Teorema 3.7 (Teorema di Beppo-Levi per serie). (Q, ., u) spazio di misura, E € A, {un}nen
o0
successione di funzioni misurabili e non negative su E. Allora, posto u(x) == > un(x), vale

n=1
che:

1. > | u, du converge = u € LY(E) e/ ud,u:Z/ Uy, dpt
n=1JF E n=17F

o0
2. > | u, du diverge —> / u dp = 400
n=1JF E

Teorema 3.8. Se una funzione é integrabile secondo Riemann (R-integrabile) allora é integrabile

anche secondo Lebsegue (L-integrabile) e i due integrali coincidono

Dimostrazione. Supponiamo f R-integrabile su E e non negativa ( = f & limitata). Siano
11, Ip rispettivamente gli integrali di f secondo Lebesgue e Riemann. Supponiamo per assurdo
che I, > Ir. Allora 3t a scala che approssima f dall’alto in F tale che Igr < tdu < Iy e
questo da lassurdo. Infatti, detto U := {Ig(s) | s semplice e misurabile tale che OES s<fE},
si avrebbe s <t Vse U = I < /E t du. Analogamente supponiamo per assurdo che
Ir > I;,. Allora 3 u a scala con 0 < u < f in FE tale che I, < / u dp < Ir e questo e assurdo

E
perche u € U e I, =supU [

4 Misure prodotto

In questo capitolo considereremo due spazi di misura (2, .#, u), (Y,.4,v) o-finiti. Lavoreremo
nello spazio misurabile (X X Y, .# x A") dove A4 x A & la o-algebra generata da tutti gli
insiemi della forma A x B con A € #, B € 4. L’obiettivo ¢ definire una misura prodotto su
questo spazio misurabile. Consideriamo, dato F € # x A gli insiemi E, :={y €Y | (z,y) €
E}, Ey:={zeX|(z,y) € E} VzeX, VyeY

Proposizione 4.1. VYV x € X E; € A e x — v(E;) é misurabile in (Q, 4, u) (I'analogo

risultato vale per E, ). Inoltre vale che:

[ e du= [ ue,) av
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Non diamo la dimostrazione di questo risultato ma da quest’ultima segue anche un corollario:

Corollario 4.1. Se A ¢ un’algebra la famiglia di sottoinsiemi v(A) ovvero la pit piccola famiglia

oo
monotona di insiemi {E,}nen contenente A tale che se E,, C E,1q allora |J E, € v(A) (e se
n=1

E,CE,1 = [\ €v(4)) allora v(A) é una o-algebra e inoltre v(A) = o(A)

n=1

Alla luce di questi risultati si puo definire una misura prodotto
e 0)(B) = [ () du= [ () dv (1)

Resta solo da controllare che questa definizione sia o-additiva. Sia {E, }neN C . x N tale
che E;NE; =0 Vi j. Posto E := U E,, si ha chiaramente che E, = U E,,, e ovviamente

n=1 n=1

E;,NE;, =0 Vi# jquindi grazie a Beppo-Levi per serie e alla o-additivita di v:
(e r)(B) = [ (E2) du— /Z E,.) dyi = Z/ Ep)du=(uxv)(E
n=1 n=1
Esempio 4.1. Togliendo l'ipotesi della o-finitezza i risultati visti non valgono. Come controe-
sempio si possono prendere gli spazi ([0, 1], %, u), ([0,1], %, #) e il sottoinsieme {(z,y) € [0,1]? |
z =y}
Teorema 4.1 (Teorema di Tonelli). (Q, 4, u), (Y, A ,v) spazi di misura o-finiti, F' misurabile

in (X XY, M x N) e non negativa. Allora x — F(z,y) ex— [ F(xz,y) dv sono misurabili in
Y

(Q, ) per quasi ogni y € Y e analogamente y — F(x,y) ey — / F(x,y) du sono misurabili
b's
in (Y, A) per quasi ogni x € X. Inoltre:

/XxyF(x,y) d(uxu):/x(/yF(x,y) du) d,uz/y(/XF(x,y) du) dv

Cenni di dimostrazione. Silavora con le funzioni semplici grazie al teorema 3.1. Si deduce quindi

la formula e si usa il teorema di Beppo-Levi. [

Teorema 4.2 (Teorema di Fubini). Se F € LY(X x Y) allora per quasi ogni x € X le funzioni
y = F(z,y), y+— / F(x,y) du sono integrabili (e analogamente nell’altro caso). Inolire vale

X
la stessa formula per gli integrali iterati del teorema di Tonelli

Definizione 4.1 (Prodotto di convoluzione). Date f,g: RY — R misurabili si dice prodotto di
convoluzione di f e g la funzione (f x g)(z) = / flz—y)g(y) dy = / fwgle —y) dy
RN RN

Proposizione 4.2. f,g € L} RY) = fxge LY(RY) e inoltre | f = gll, <IIfll,l9ll;
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Dimostrazione. Sia F(z,y) = f(x — y)g(y) Ovviamente |F(x,y)| &€ misurabile e non negativa e
inoltre:

L ([reatas) a=[ lawi( [ ie-nias) av< [

Allora per il teorema di Tonelli |F|e L}(RY x RY) = F € LY(RY x RY) e quindi per Fubini

segue la tesi. -

9ISl dy <11 llglly

5 Misure relative

Definizione 5.1 (Misura relativa). (9, .#) spazio misurabile. ¢ : .4 — R si dice misura relativa

se.
1. 6(®) =0
2. {Enynen C M tale che BiNE; =0 Vizj = ¢(U Ea) =S ¢(En)
n=1 n=1

o0

Osservazione 5.1. Grazie alla proprieta 2) tutte le serie della forma > ¢(F,) convergono
n=1

assolutamente.

Osservazione 5.2. p misura == p misura relativa

Osservazione 5.3. Una combinazione lineare di misure finite ¢ una misura relativa. Inoltre
una misura relativa positiva ¢ una misura finita (e ovviamente ’opposto di una misura relativa

negativa ¢ una misura finita)
Osservazione 5.4. Per una misura relativa non vale la subadditivita

Esempio 5.1. (Q,.#,u) spazio di misura e f € L1(Q) = ¢(E) = / f dp & una misura
E

relativa

Definizione 5.2 (Insieme positivo). ¢ misura relativa su (Q, #). A € M si dice positivo per
la misura relativa ¢ (¢p-positivo) se ¥V E C A tale che E € M4  ¢(E) > 0. In modo analogo si

definisce un insieme ¢-negativo.

Lemma 5.1. ¢ misura relativa su (Q, #). Se 3 A € A tale che p(A) > 0 allora 3 P C A tale
che P € #, $(P) >0 e inoltre P ¢-positivo.

Dimostrazione. Se A & positivo non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo quindi che 3 E1 -
A, E € A tale che ¢(E) < 0. Sian; :=min{fn e N| I FE € #, EC A, $(F) < _ﬁ}

1
Sia quindi A; € # tale che A; C A e ¢(A;) < ——. Se A\A; & positivo la dimostrazione ¢
ni

conclusa. Viceversa se A\ A; non & positivo costruisco analogamente a prima ns e As e itero lo
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n o0
stesso ragionamento. Alla fine se nessuno degli A\ |J A; & positivo costruisco P := A\ | A, e
i=1 n=1

o0 1
dico che P & l'insieme cercato. Infatti ¢(P) = ¢(A) — d( | An) > 0. Inoltre ¢p(Ay) < —— <
n=1 Nk
> 1

0 = Y ¢(Ar) <—> — <0 = — > — converge e quindi — - 0 = n; — +oc.
k=1 k=1 Tk k=1 Tk Nk

Allora se per assurdo 3 E € .#, E C P tale che ¢(F) < 0 si avrebbe che 3 k& € N tale che
P(E) < —

k-1
1 Allora E C A\ |J A; ma questo & assurdo per la definizione di ny ]
Ng — i=1

Lemma 5.2. ¢ misura relativa su (Q, #) e {Py}nen C A successione di insiemi positivi.
o0

Allora P := |J P, é positivo.
n=1

k—1
Dimostrazione. Siano Pj := Py, Pj := P,\P1,..., P, = P\ U P;. Ovviamente P N P]f =
i=1

o0
0 Vi #j, {P)}nen & una successione di insiemi positivi e inoltre P = |J P). Sia quindi
n=1

ECP, Ee.. Alora (E) = $(ENP) = $(EN (U, PL) = > d(ENPL) >0 =
n=1

Teorema 5.1 (Teorema di decomposizione di Hahn). ¢ misura relativa su (Q,.#). Allora
3 A,Be A tali che AUB =Q, ANB =10, A positivo e B negativo. La coppia (A, B) si dice

decomposizione di Hahn

Dimostrazione. Sia p := sup{¢(P) | P € .4 ¢-positivo } e quindi {P,}nen € 4 successione
o0

di insiemi positivi tali che ¢(P,) — p. Sia A := |J P,. Per il lemma appena dimostrato A &

positivo e inoltre ¢(A) = ¢(Py,) + ¢(A\P,) > ¢(P,) = ¢(A) > p = ¢(A) = p. Sia quindi
B := Q\ A. Mostriamo che (A, B) & la decomposizione di Hahn cercata. Supponiamo per assurdo
che esista P € .#, P C B tale che ¢(P) > 0. Posso supporre fin da subito che P sia positivo
per il lemma dimostrato prima. Allora AU P & positivo e inoltre ¢p(AU P) = ¢(A) + ¢(P) >pe

questo e assurdo per la definizione di p. [
Osservazione 5.5. La decomposizione di Hahn in generale non € unica.

Lemma 5.3. ¢ misura relativa su (Q,.#) e (A,B), (A, B") decomposizioni di Hahn. Allora
VEec# ¢(ENA)=¢(ENA) eanalogamente (ENB) = ¢p(ENB’)

Dimostrazione. Si nota che:

1. A= (AnA)u(A\4)

2. AA=(AnAHuU (A"\A)
Preso F € .# allora si trova che:

1. ENA=(ENANA)U(EN(A\4))

21



2. ENA =(EnAnA)U(EN(A\A))

e quindi siccome E N (A\A") C A,B" = ¢(E N (A\A’)) = 0. Analogamente si mostra che
¢(E N (A\A)) = 0 quindi phi(EN A) = ¢(E N A"). 1l resto della dimostrazione & ovviamente

analogo. ]

Definizione 5.3 (Variazione di una misura relativa). ¢ misura relativa su (Q, #), (A, B) de-

composizione di Hahn per ¢. Si definisce, V E € M :
1. ¢ (FE) := ¢(EN A) (Variazione superiore di ¢)
2. ¢~ (E) = —¢(E N B) (Variazione inferiore di ¢)
3. |p|(E) := ¢t (E) + ¢~ (E) (Variazione totale di ¢)
Per il lemma precedente ognuna di queste variazioni é ben definita

Proposizione 5.1. Tutte e tre le variazioni sono misure finite. Inoltre V E € 4 ¢(F) =

¢T(E) — ¢ (E) e |¢(E)|< [o/(E)

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi solo per ¢* (gli altri casi sono analoghi).

¢ () =o(0NA)=0

Sia {Eptnen € # con E;NE; =0 Vi#j. SiaFE:= |JE, ¢7(E) =¢ENA =
n=1

o ['jl(EmA)) - §1¢<Enm> = i:: o+ (E,)

11 fatto che queste variazioni siano misure finite & ovvio. Inoltre vale chiaramente che ¢(F) =
P(ENA)U(ENB))=¢(ENA)+¢(ENB)=¢T(E)— ¢ (E). Questo implica che |¢(E)|<
6T (E)+16™ (E)|= 67 (E) + ¢~ (E) = |¢](E)

Definizione 5.4 (Misura assolutamente continua). (2, 4, p) spazio di misura, ¢ misura relativa
su (Q, ). Si dice che ¢ é p-assolutamente continua se ¥ E € M tale che p(E) = 0 allora

¢(E) =0

Osservazione 5.6. La stessa definizione si puo dare per una qualsiasi misura v e non solo per

le misure relative.

Teorema 5.2. (Q, .4 ,u) spazio di misura, ¢ misura relativa su (Q, #) p-assolutamente con-
tinua. Allora¥ e >0 36 >0 tale cheVE € 4 con uw(E) <6 |¢|(E)<e

e

1
Dimostrazione. Per assurdo 3 € > 0 tale che Yn € N 3 E,, € . tale che pu(E,) < —~

n k>n k>n

|¢|(Er) > €. Consideriamo l'insieme F = ()( |J Ex) Notiamo che { U Ek} ¢ una suc-
keN

(o) oo &)
cessione decrescente di insiemi di cui il primo ¢ |J Ex & tale che u ( U Ek> < S u(E) <
k=1 k=1 k=1
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x 1

> —=1. Allora u(E) = lim p| U Ex | =0. Inoltre |¢|(E) =

= 2k n— o0 E>n

= li_>m |9 ( U Ek> > € che & assurdo per la proposizione precedente (|¢| & p-a.c) |
n—roo k=n

Esempio 5.2. p misura di Lebesgue in (R,.%), f: R — R misurabile e non negativa. ¢(FE) :=

/ f dp & una misura. Allora qualunque sia f, ¢ & p-assolutamente continua (l'integrale su
E

ogni u-trascurabile & sempre nullo) ma non ¢ detto il che p sia ¢-assolutamente continua (Basta

prendere f =0)

Proposizione 5.2. (Q, .#, 1) spazio di misura, ¢ misura relativa su (Q,.4). Allora sono equiv-

alenti:
1. ¢ é p-a.c
2. ¢t, ¢~ sono p-a.c
3. |¢| é p-a.c

Dimostrazione. 1) = 2) Sia (A, B) una decomposizione di Hahn di Q per ¢. Se u(E) = 0 allora
per ipotesi ¢(F) = 0. Sia ora F € . tale che u(E) = 0. Allora y(ENA)=0e u(ENB)=0
quindi per ipotesi 0 = ¢(ENA) =¢T(E) e 0=¢(ENB)=¢ (E)

2) = 3) Ovvia perche |¢p|= ¢+ + ¢~

3) = 1) Sappiamo che |¢(E)|< |¢|(E) VE € 4. Allora se E € .# & tale che u(E) =0 si ha
per ipotesi che |¢[(E) =0 = |¢p(E)|=0 = ¢(F) =0. |

Definizione 5.5 (Misura singolare). Sia (2, 4, 1) uno spazio di misura e ¢ una misura relativa
(o in generale una misura). ¢ si dice p-singolare se esiste una decomposizione (A, B) di §2
(A,Be #, AUB=Q, ANB =) tale che u(A) =0 e |¢|(B) =0 (se ¢ fosse una misura si
deve intendere |p|= ¢)

Esempio 5.3. (R,.%), pu misura di Lebesgue e ¢ := dg — d1. ¢ & p-singolare, infatti basta
prendere A ={0,1}, B=R\ A

Osservazione 5.7. ¢ ¢ u-singolare <= pu ¢ ¢-singolare

Osservazione 5.8. Se ¢ ¢ una misura relativa ¢ ovvio che ¢ ¢ p-singolare <= |¢| & p-singolare.

In quest’ultimo caso ¢ (B) =0e ¢~ (B) =0 (= ¢, ¢~ sono u-singolari)

Osservazione 5.9. Se ¢ e ¢~ sono p-singolari allora esistono due decomposizioni (AT, BT)
e (A=,B7) di Q tali che u(A") = u(A~")=0e ¢"(BT) =¢ (B~) =0. Pongo A = AT UA~
e B=B"NB". Allora AUB = Qe ANB = ) e inoltre u(A) < pu(AT) +u(A7) =0e
61(B) = 6+(B) + ¢~ (B) < ¢+(B*) + ¢~ (B~) = 0 quindi |¢| & -singolare
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Osservazione 5.10. Se ¢ ¢ sia p-assolutamente continua che p-singolare allora ¢ = 0. Infatti
presa (A, B) la decomposizione per la p-singolaritd ho che u(A) = 0 e ¢(B) = 0. Mostro che
VE¢€.# ho¢p(FE)=0. Preso E € #, hoche E=(ENA)U(ENB). Siccome u(ENA) <
wWA) =0 = ¢(ENA) =0,|¢/(ENA)=0. Inoltre ENB C B quindi |[¢p|(ENB) < |¢|(B) =0
per cui [¢[(E) = [¢[(ENA) +[¢[(ENB) =0

6 Derivate di Radon-Nikodym

Lemma 6.1. Sia (Q, #,u) spazio di misura. E € A tale che u(E) > 0, f integrabile in E e

non negativa. Se [ f dp =0 allora f =0 quasi ovunque su E
E

Dimostrazione. Sia A, := {z € E | f(z) > 1} Vn € N. {4,},en ¢ una successione crescente

di insiemi e G A, ={z € E| f(z) > 0}. Allora si ha che l;L(An) < / fdu< / fdu=
n

n=1 An E
0 = u(A,) =0 VneN Maallora p({x € E| f(z) > 0}) = Er}rl wA,) =0 = f=0
quasi ovunque in E. [ |

Corollario 6.1. Se f misurabile é positiva in un sottoinsieme di misura positiva E € .4 allora

chiaramente [ f du >0
E

Teorema 6.1. Siano u e ¢ due misure finite su uno spazio misurabile (0, . #). Sia Uinsieme

F = {g : Q= [0, +00) ‘ g misurabile e / gdu<¢(E)V E € ///} Allora esiste una fun-
E

zione f € F unica a meno di uguaglianza quasi ovunque tale che / f dp = sup / g du
Q geEF JQ

Dimostrazione. F # (). Infatti 0 € #. Inoltre S := sup / g du < 400 perche V g € . si ha
geEF JQ

1
che/gduggb(Q) < +oo. AlloraVneN dg, EﬁtalecheS—ﬁ < / gndp < S VnéeN.
Q Q
Definisco fy,(z) := maxz{g1(z),...,g9n(x)} e ho che V n € N f,, sono non negative e misurabili.

Inoltre f, € .# V n € N. Infatti presi E,,1 = {x € Q| fo(z) = g1(x)}, Eno = {x € Q\E,1 |
falx) = g2()}, ..., Enp = {x € Q\Uf;ll E,; | fa(z) = gx(z)}. ho che questi insiemi sono

disgiunti e f,, =gy su B, ¥V k=1,...,n. Inoltre UZ:1 E, = . Allora posso scrivere, dato

Ee, / fr dp = Z/ [ dp = Z/ gn dp <> (ENE, 1) = ¢(E). Notiamo
B k=17E k=17 ENEn.

k=1
1
che § — - < / gn du < / frn du < S. Allora per Beppo-Levi, posto f(x) = lim f,(z), si ha
n Q Q

n—-+00

ﬂEn’k

/ fdp = lim / fn duw = S. Resta da mostrare che f € %#. Ma ¢ ovvio perche V E € . si
Q n—oo Q

ha che / fn dp < ¢(F) quindi passando al limite per Beppo-Levi segue la tesi. Mostriamo ora
E

che una tale f ¢ unica. Sia h € %, h # f che rispetti le ipotesi. Considero gli insiemi:

o Api={x e Q] f(x) =h(z)}
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o Ay :={zx e Q| f(x)> h(z)}

e Ay :={z e Q] f(z) < h(x)}

Per assurdo supponiamo che p(As) > 0. Sia u(z) := max{f(x), h(z)}. Come gid mostrato in
precedenza u € #. Notiamo che / u dy = / u dy + u dyp + u dy = / h du +
Q Ay Ay As Ay

1
I du+/ h du (>) / h d,u—l—/ h du—l—/ h du = / h dp ((1) e vera per il corollario
As Az Ay Az Az Q
6.1 in quanto su f —h > 0 su Ay) Ma questo & assurdo perche u € & viola il fatto che h ¢ il sup

quindi deve essere p(Az) = 0. Analogamente si mostra che u(As) = 0. |

Osservazione 6.1. Presa f € .7 rappresentante della classe di funzioni che realizzano il sup
precedente e g € % vale che g < f quasi ovunque in . La dimostrazione di questo fatto ¢

analoga a quella fatta per mostrare 'unicita del sup.

Definizione 6.1 (Derivata di Radon-Nikodym). In questo contesto chiamiamo derivata di

Radon-Nikodym di ¢ rispetto a p la classe di funzioni uguali quasi ovunque a f := sup / g du.
geF JQ

A ¢
Viene indicata con —. Con abuso di notazione lo stesso simbolo puo anche simboleggiare un

rappresentante della classe.

Si vuole ora estendere il teorema 6.1 e la definizione 6.1 al caso in cui p sia una misura o-finita

e ¢ una misura relativa. Estendiamo prima entrambi i risultati al caso pu o-finita e ¢ misura
o0

finita. Esiste una successione di insiemi {Q,},en tale che |J Q, =Q, &;NQ =0Vi#je

n=1

inoltre (€2,) < 00 V n € N (grazie al fatto che p ¢ o-finita). Posso quindi considerare la
successione di spazi di misura (Q,,, &, p,) dove A, = M N P (), pin = /“L’/// e in questi

spazi considerare ¢, = ¢‘ .- Llidea ora ¢ di definire la derivata di Radon-Nikodym come
0 > 0
—¢ = > 1g ﬁ (Questa serie converge sicuramente per il Teorema di Beppo-Levi per Serie).

o =1 " Opin
Mostriamo che questa definizione non dipende dalla successione {2, },en

Proposizione 6.1. La derivata di Radon-Nikodym cosi definita non dipende dalla successione

{Qn}nen

Dimostrazione. Siano {Q, }nen, {Q }nen due suddivisioni che rispettano le proprieta precedenti.

_ _ — e 0

My = MNP (L), T, = M] , by = ¢|] e quindi consideriamo g := > 1q, 8(% e

n n =1 )u”ﬂ

s} ¢ . . "

h:=7> 1y aT" Fisso €2;, €;. Mostriamo che se ;€2 non ¢ p-trascurabile allora le due serie
n=1 " Oy,

o . _ . 04 0, -
coincidono quasi ovunque su £2;N€);. Infatti posto f; := L fi= B sihacheg — fieh — f;
i i

in Q; N ;. Chiamo .%; := {g : Q; — [0,400) | g misurabile e / gdu<¢(E)V E € //4} Per
E
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ipotesi f; = sup / g du. Sinota che:
gEF; Q;

T ?j su Qz N ﬁj
0 su Ql\ﬁj

¢ tale che [; € Z,. InfattiV E € 4, /fj dp = / [ dp < 9(ENQy) < ¢(E). Allora
E EﬂQj o
I; < fi (fi @il sup) quasi ovunque in ©; = f; < f; quasi ovunque in ©; N Q;. Invertendo la

dimostrazione trovo anche la disuguaglianza opposta quindi f; = ?j quasi ovunque in €; ﬂﬁj. ]

Definizione 6.2 (Derivata di Radon-Nikodym). (9, #,pu) spazio di misura, p o-finita e ¢

misura relativa su (Q, #). Chiamo derivata di Radon-Nikodym di ¢ rispetto a p la classe di
g _ 09T 09~

funzioni — 1= — — ——

o o o

Teorema 6.2. (Q,.#,u) spazio di misura o-finito, ¢ misura relativa e p-singolare. Allora

0
9¢ =0 quasi ovunque in 2.

o

Dimostrazione. Supponiamo prima che sia u che ¢ siano misure finite. Esiste una decomposizione

(A, B) di Q tale che u(A) =0e ¢(B) =0. F := {g : Q0 — [0,+00) | g misurabile e / g du <
E

¢p(F)V E € ///} Allora necessariamente se £ € .# ¢ tale che E C Be g € % si ha che
/ gdu < ¢(F) =0 = g = 0 quasi ovunque in B = f = 0 quasi ovunque in B (f
E

rappresentante di %) Siccome A e u-trascurabile deve essere anche f = 0 quasi ovunque in 2.
Supponiamo ora che p sia o-finita e ¢ finita. Sia (A, B) una decomposizione di € tale che
u(A) =0 e ¢(B) = 0. Considero {Q,}nen € A& tale che Q;NQ; =0V i # j, Ej O, =Qe
w(Qy) < 400 ¥V n € N e come in precedenza A, := A4 N P(Qy), pn = ,u|//[n,n22 = (b’

M

¢n & pp-singolare. Infatti (A N Q,, BN Q,) da la decomposizione cercata. Allora per il passo
0¢ x ¢

n . . n
= 0 quasi ovunque in Q,, — — = 1o, —
Supponiamo infine che u sia o-finita e ¢ misura relativa. Si ¢ gid mostrato che anche ¢* e ¢~

precedente = 0 quasi ovunque in 2.

sono p-singolari quindi la tesi segue facilmente dai passi precedenti. [

Teorema 6.3 (Teorema di Radon-Nikodym). Sia (Q, .#, ) uno spazio di misura o-finito e ¢

una misura relativa p-assolutamente continua. Allora vale che:

0o
E) = —du VEcH
o(E) o €

0
Dimostrazione. Supponiamo prima che sia ¢ che p siano misure finite. Sicuramente / a—(b dp <
E Ol

O(E) VY E € M (per definizione di derivata di Radon-Nikodym). Ragioniamo ora per assurdo.
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3 Ey € A tale che 8¢ dp < ¢(Ep). Allora p(Ey) > 0 perche se u(Ep) = 0 allora
Eo
¢(Ep) = 0 per Passoluta continuitd e quindi non sarebbe possibile avere il minore stretto (si

avrebbe 0 < 0). Siccome p ¢ finita allora 3 ¢ > 0 tale che / <§¢ + e) dp < ¢(Ep). Con-
Eo \OH
99

sidero ora la misura relativa ¢(E) = ¢(E) — / (&U + e) du. Sia (A, B) decomposizione
E
di Hahn per ¢. Ho che ¢(A) > ¢(AN Ey) > (AN Ey) + ¢(BN Ey) = ¢(Ey) >0 =

,u(A) > 0 perche se cosi non fosse avrei un assurdo per l'assoluta continuita di ¢. Pongo

= = —|— el4. f & non negativa e integrabile per costruzione. Preso E € .# si ha che

/ f du ( +e> du + / 0¢ du < ¢(ENA)+ ¢(ENB) = ¢(E) perche A &
ENA Enp Opt
¢-positivo quindi p(ENA) >0 = ¢(ENA)— /

<8¢ + e) dp > 0. Allora f € .Z e inoltre
ENA

fdu= | fdu+ | fdp= 7“ it [ Loap= [ 2 quteuay> [ 2
Q A B A qQ O Q0

ma cio e assurdo perche la derivata d1 Radon leodym reahzza il sup.

Consideriamo ora p misura o-finita e ¢ misura finita. Sia {Q,},en € A una successione di
o0

0
insiemi misurabili tali che Q; NQ; =0 Vi # j e inoltre |J Q, = Q. Per definizione 99 =

n=1 ou
i 1 ¢ = ¢| € by 1= u‘ . Ma per quanto vistoVn € N O =0
=1 "o MNP () n MNP (Qy,) aun
0
quasi ovunque in {2, e quindi anche a—d) = 0 quasi ovunque in €.
I
. : . . . . . .09
Supponiamo infine che p sia o-finita e che ¢ sia una misura relativa. Per definizione Ee
1L
AR . . . : : .
—— — —— e quindi la tesi segue immediatamente dai punti precedenti. ]

ou ou

Corollario 6.2. Qualunque funzione p-assolutamente continua é una funzione integrale.

Teorema 6.4 (Teorema di decomposizione di Lebesgue). Sia (Q, 4, 1) uno spazio di misura e ¢
una misura relativa su (Q, ). Allora esiste una misura ¢q su (Q, A#) p-assolutamente continua
e esiste una misura ¢ su (Q, M) p-singolare tale che VE € M H(E) = ¢o(E)+¢s(E). Inoltre

tale decomposizione & unica.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che ¢ sia finita. Sia k := sup{¢(F) | F € #, w(E) =

0}. Se k = 0 allora ¢ ¢ assolutamente continua e ho finito. Supponiamo quindi & > 0. Sia

{Ew}ner, C A tale che u(E,) =0 Vn € Ne ¢(E,) — k. Sia E := G E,. Ovviamente
w(E) = 0 e inoltre vale che ¢(F) = k. Infatti per definizione di k deve 7égslere ¢(E) < k ma
siccome abbiamo supposto ¢ misura vale anche che ¢(E,) < ¢(F) = k < ¢(F). Definiamo
quindi ora

0s(A):=¢(ANE) YVAc.H
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ba(A) := ¢p(A\E) VA€ .#

®a, Ps sono misure finite e ovviamente ¢(A) = ¢ (A4) + ¢s(A) VA € #. Mostriamo che ¢,
¢ p-singolare. Sappiamo che p(E) = 0 e inoltre ¢s(Q\E) = ¢(0) = 0 quindi (E,Q\E) ¢ la
decomposizione cercata. Mostriamo anche che ¢, € p-assolutamente continua. Preso N € .4
tale che p(N) = 0 ho che ¢,(N) = ¢(N\E) = 0. Infatti se per assurdo ¢(N\E) > 0 allora
P(EUN) =@(N\E) + ¢(F) > ¢(F) = k e questo viola la definizione di k.

Supponiamo ora ¢ misura relativa. ¢ = ¢T — ¢~. Allora a ¢, ¢~ si pud applicare la prima

s sono

parte quindi esistono ¢}, T, ¢, d7 tali che ¢, ¢ sono u-assolutamente continue, ¢, @3

p-singolari e inoltre ¢+ = ¢ +¢ e ¢~ = ¢, +d; . Allorad = ¢t —¢~ = (of +¢, ) — (o] +67 ).
Ovviamente ¢ + ¢, & p-assolutamente continua. Si dimostra facilmente anche che ¢ + ¢ &
p-singolare.

Mostriamo quindi che la decomposizione ¢ unica. Supponiamo esistano due decomposizioni di ¢:
¢ = ¢a + ¢s
¢ =, + ¢

allora deve essere ¢, — ¢!, = ¢s — ¢, quindi sia ¢, — ¢!, che ¢s — ¢, sono contemporaneamente p-

assolutamente continue e p-singolari e quindi sono nulle. Allora le due decomposizioni coincidono.

7 Misure di Lebesgue-Stieltjes

Sia F': R — R una funzione misurabile,crescente e continua a sinistra. Si sa che una tale F' puo
avere al massimo una infinita numerabile di punti di discontinuita. Poniamo % := {[a,b) | a,b €
R, a<blU{d}emp:Z—R [a,b)— F(b)—F(a) (e d— 0)

Proposizione 7.1. Se [a.b) = U [an,by) con [a;,b;) N[a;j,b;) =0V i # j allora mp([a,b)) =
n=1

Z mF([am bn))

n=1

k
Dimostrazione. Supponiamo che la successione di intervalli sia gia ordinata. Allora > mpg([an, b,)) =
n=1

S (F(by) — F(an)) < —F(a1) + F(br) < —=F(a) + F(b) = mp(]a.b)) quindi passando al limite:

n=1

Z mp([an,bn)) < mp([a,d))

Ve>0 3b<btale che F(b) > F(b) — ¢ (per la continuita a sinistra di F). Inoltre V e >

0, vVneN Fa, < a, tali che F(a,) — 2% < F(a,). Sappiamo quindi che [a,b] C [a,b) =
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et

[e's) _ k
[an,bpn) C U (Gn,by) per cui 3 k € N tale che [a,b] C |J (Gn,bn) (per la compattezza di
n=1 n=1 n=1

[a,b]). Sapendo che F(b) — F(a) <

M=

(F(b,) — F(a,)) (non lo mostriamo ma ¢ semplice) allora

n=1

vale che F(b) — € — F(a) < F(b) — F(a) < V];(F(bn) ~ (@) < - (F(ba) - Flan) + 2%) <

2 (Flba) ~ F(an) + 3 50 < 3 me((an. b)) + € ovvero mp((a.8)) < 3 me([a b)) + 2

n=1 n=1 n=1
per cui passando al limite si ottiene:

> me([an,bn)) = mr([a,b))
n=1

Definiamo quindi ora una misura esterna u} : Z(R) — [0, +00] data da:

= inf Zmp )| EC UIn,I cZ#Z VneN

n=1

Proposizione 7.2. p% é una misura esterna.

Dimostrazione. Ovviamente u}.(0) = 0.

Siano A C B sottoinsiemi di R. Allora siccome ogni ricoprimento di B lo & anche di A deve
essere ,u*F(A) < ui(B).

Preso E := U E,, supponiamo che Z Wi (Ey) sia finita (altrimenti ¢ banale). Ve >0eVn € N

n=1

esiste una successione {I,C )}keN C % tale che E,, C | I,in) e wWin(Ey) + -

o 2 2 mp(I{").
k=1

Siccome {I,in)}n)keN ricopre E si ha che

E) <Y mp(i™) =YY mp(rM) <Y (u;<En> + 2) <> up(E
n,k n k n=1

n

da cui segue che p5(E) < 3 puh(Ey) |

n=1
A partire da una misura esterna si pud sempre costruire una misura utilizzando il teorema di

Caratheodory.

Teorema 7.1 (Teorema di Caratheodory). Q insieme, p* : Z(Q2) — [0, +00] tale che p*(0) =0

allora linsieme:
Mo={Aec P2(Q) | (E)=p (ENA)+u"(F\A) VEe Z(Q)} (2)

e un’algebra e p = ﬂ*|/ﬂ é semplicemente additiva. Se inoltre u* fosse anche sub-additiva

(ovvero p* misura esterna) allora A4 é una o-algebra e p & una misura.
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Quindi ¢} € una misura su una certa o-algebra .#r V F. In particolare si puo provare che
BR) C Mp VY F echesuZsihapl, =mp.

Osservazione 7.1. Preso Z(€ %) allora u%(z) = 0 <= F ¢ continua in Z. Infatti presa la
1 1

successione {[Z,Z + —)}nen si ha che p*(z) = lir+n F (CU + ) — F(z) =0 <= F ¢ continua
n n—+o0 n

in . (altrimenti p5(z) = F(zT) — F(Z) ovvero il salto)

Osservazione 7.2. Il fatto di ave scelto F monotona e continua da sinistra ¢ irrilevante e ci si

puo sempre ricondurre.

Esempio 7.1. Alcuni esempi:
o Flz)=2 = Mpr =2 e ur = p misura di Lebesgue
o F(x)=sign(zr) = Ar=2R)e pur =20

o Flx)=|z|] = Mpr=PR)epr=> o

kEZ

8 Estensione del teorema fondamentale del calcolo inte-

grale

Vogliamo estendere il teorema fondamentale del calcolo integrale con I'integrale di Lebesgue.

Definizione 8.1 (Funzione a variazione limitata). Una funzione ¢ : [a,b] — R si dice a vari-
azione limitata se considerate suddivisioni di [a,b] della forma S = {xp=a <21 < - - < Tp_1 <
xn = b} e le relative quantita vs = Xn:|f(x,) — f(zi=1)| vale che Vi([a,b]) := supvg < +o0
(Vi (la, b)) si dice variazione totale di }:zln [a.b] ) ’

Esempio 8.1. Alcuni esempi:

e Se f ¢ monotona non decrescente allora V S suddivisione si ha vg = f(b) — f(a) =
Vi(la,b]) = f(b) — f(a)
e Se f & L-Lipschitziana allora V.S = {zg =a <z < -+ < zp_1 < &, = b} suddivisone si

ha che vg = z::l|f(xz) — flzi1)|< ;L\J;i —zi—1|=L(b—a) = Vi([a,b]) < L(b—a)

Osservazione 8.1. Per I’esempio sulle funzioni Lipschitziane tutte le funzioni C*([a, b]) sono a

variazione limitata.

Teorema 8.1. Una funzione f é a variazione limitata <= f si puo esprimere come differenza

di funzioni monotone non decrescenti.
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Osservazione 8.2. Se f € C%Ja,b]) non ¢ detto che f sia a variazione limitata (non vale

nemmeno il viceversa)

Teorema 8.2. Se f : [a,b] — R é a variazione limitata allora la derivata f' di f esiste quasi

ovunque in [a,b] ed é integrabile su [a,b].
Presa una f a variazione limitata posso considerare quindi la misura relativa

v(B) ::/ f"du ¥V B C [a,b] misurabile
B

Se come B considero insiemi del tipo [a,z], = € [a,b] risulta definita una funzione integrale

g(x) :=v(la,2]) = " dp

[a,z]
Definizione 8.2 (Funzione assolutamente continua). Una funzione f : [a,b] — R si dice asso-
lutamente continua seV e >0 3§ > 0 tale che per ogni gruppo di mtervallz [a1,D1], ..., [an, bn]

non sovrapponentesi (possono coincidere solo sugli estremi) tali che Z bi—a; <6 siha Z |f(b;)—

i=1
flai)[< e

Osservazione 8.3. f assolutamente continua = f uniformemente continua ma non vale il

viceversa. Come controesempio di puo prendere la funzione di Vitali.

Osservazione 8.4. f assolutamente continua = [ a variazione limitata. Infatti se scelgo

e = 1 trovo 01 > 0 tale che si possa dividere [a,b] in N intervalli [¢;, d;] clascuno di lunghezza
b—a

N . Se in ognuno di tali NV sottointervalli considero una qualunque suddivisione S; =
{c; = :v((f) - < x%) = d,;} e valuto Z f(xy)) - f(:vgz_)l)‘ < 1. Unendo tutte le suddivisioni
j=i
trovo che
N m;
S5l - e <
1=1 j=¢

Osservazione 8.5. f & L-Lipschitziana in [a,b] = f & assolutamente continua (dato ¢ > 0

basta prendere ¢ = %)

Osservazione 8.6. Le funzioni Hoelderiane non sono sempre assolutamente continue. (Come

controesempio sempre la funzione di Vitali che ¢ logs(2)-Hoelderiana)

Teorema 8.3. Sia f : [a,b] — R a variazione limitata. f verifica la formula del teorema

fondamentale del calcolo integrale <= f ¢é assolutamente continua.

Cenni di dimostrazione. <= ) Si prova che f ¢ assolutamente continua sfruttando la proprieta
di assoluta continuita dell’integrale di Lebesgue.
= ) f si pud scrivere come differenza di funzioni monotone non decrescenti e assolutamente

continue (si dimostra a partire dal risultato analogo ma piu debole). Allora si pud associare

31



a f la differenza di due misure di Lebesgue-Stieltjes che fornisce una misura relativa vy che e

p-assolutamente continua (p & la misura di Lebesgue). A tale misura si puo applicare il teorema

. . . . ov )

di Radon-Nikodym utilizzando la derivata h := a—f Presa ora g(z) := f(a) —|—/ h du si
K [a,z]

verifica che ¢'(z) = f'(x) ovvero h = f’ p-quasi ovunque. |
Osservazione 8.7. Una funzione a variabile limitata f si puo decomporre nella somma di tre
funzioni g, h,s con ¢ assolutamente continua e tale che ¢’ = f’ quasi ovunque, h continua e
singolare (non costante ma h'(x) =0 V z), s =0 se f & continua, altrimenti s costante a tratti
per un numero di tratti al pitt numerabile. (s viene detta funzione dei salti)

b
Osservazione 8.8 (Integrale per parti). / f(x)g'(z) de = f(b)g(b )—/ f(x)g(x) dx vale

ancora se f, g sono assolutamente continue. Gli mtegrah hanno senso grazie alla disuguaglianza
di Holder.

B
Osservazione 8.9 (Integrale per sostituzione). / flx) de = / f(o(t)¢'(t) dt con ¢p(a) =

e ¢(8) = b si pud estendere a condizioni piu generali. Per esempio basta che f sia misurabile e
limitata in [a,b], ¢ assolutamente continua su [«, 8] e tale che a < ¢(t) < b, e f(o(t))d'(¢) sia

integrabile.

Definizione 8.3 (Spazi di Sobolev). Definisco spazi di Sobolev in dimensione 1 gli insiemi
Wht?(a,b) = {u : [a,b] = R | u assolutamente continua e v' € LP(a,b)} dove u' ¢ intesa

esistente quasi ovunque
Osservazione 8.10. Wh!(a,b) = AC(a,b) (AC insieme delle funzioni assolutamente continue)

Osservazione 8.11. W1>(a,b) ¢ I'insieme delle funzioni Lipshitziane in [a, b].

Osservazione 8.12. Presa u € WP con 1 < p < +oo allora |u(x) — u(y)|=

/ ’ u'(t) dt

— wu ¢ Holderiana di

1
I'%

/yz1.|u’(t)dt§</ ) </|u ><|x_y;,

esponente —
p

9 Norme e spazi normati

Laddove non sara specificato diversamente si considereranno spazi vettoriali sul campo dei reali.

Definizione 9.1 (Norma). X spazio vettoriale. Una mappa ||| : X — R si dice norma se

valgono le sequenti proprieta:

1.z >0 VzeX
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2. ||zl =0 < =0

3. ezl =|aflz]] VaeR VzeX

4. lz+yll <zl +lyll ¥V z,y € X (disuguaglianza triangolare)
Se X ¢ dotato di una norma la coppia (X,||-||) si dice spazio normato

Esempio 9.1. Alcuni esempi di norme:

o« X =R, || =
N P
o X = RN, ||(1:1,...,xN)Hp = <Z|:1:,|p> con p € [1,400) (Dimostreremo che ¢ una
i=1
norma successivamente)
o X =RV, ||(a:1, . ,xN)HOO = izrrllaxn|a:,'|

1 1
Proposizione 9.1 (Disuguaglianza di Young). V a,b >0 Vp,q € (1,4+00) tali che — + — =
P q

1 1
vale che ab < — aP + = b? (p e q si dicono esponenti coniugati).
p q

1 1 1 1
Dimostrazione. log(zx) € una funzione concava quindi log < aP + — bq> > — log(aP)+- log(b?) =
p q p q

log(a) + log(b) = log(ab) e quindi siccome il logaritmo & una funzione monotona si ha la tesi. =

Proposizione 9.2 (Disuguaglianza di Holder nel caso finito dimensionale). z € RY, y € RY

con = (1,...,2N), Y= (Yy1,...,yn). Allora ¥V p,q esponenti coniugati vale che:

N N N
D olziyil< | Y|l Dolwl | =lall,lyll, 3)
i=1 i=1 i=1

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Young vale che, scelti p,q coppia di esponenti coniu-
N N /1 1 1 1
gati, V x,y € RV E|xiyi\§ Z (p|xi|p+q|yi|q) = ;7||33||§ + gHyHZ In particolare ¥V \ €

N 1 1 N
R, A>0 Z\Amzyz|< *HMII” g\lyllg = AL lmwil< SNl + Clivlly = X leil<
i=1 i=1

=1

1 1 1 . N

5)\7)*1”%”2 + 6)\’1||y||g. Posto g(y) := 5)\1’71“%”2 + 5)\71||yHg vale chiaramente che zjl|xzyl|§
1=

EA)\p2 EA )\2(_1A>\p_B

: : TINTY . q _
}\r;%g()\). Siano A :=||z|[, e B :=|ly|[;. Allora g’(\) =

q
B_p»
Aq( —1)

g0 = ;‘(ﬁ) (ﬁ)+f() _ <§)< ) <B) T p_ pitab _

B _
e quindi ¢'(\) = 0 <= X = =7 Chiamo quindi A = < ) e si trova che

|
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BiAr = [l l[yll,- Da questo segue facilmente che:

N
> sl Juf o) < 93) =l o,

Proposizione 9.3. |||, : RN — R ¢ una norma V p € (1,+00)

Dimostrazione. Le prime tre proprieta della norma sono ovvie. Resta da mostrare solo la dis-

uguaglianza triangolare. Scelto p € (1,400) sia ¢ il suo esponente coniugato. Allora si trova

che:
N N N
lz +ylly = Z\xi + yilP= Zm + il P a4 vl < Zm +uilP (|2l +Hyil) =
=1 =1 =1
N N
= w4+ Y las + wlP <
=1 =1
1 1
N a N a
<D e+ PV ], D e+l PRyl =
=1 =1
p—1
N P
-1
=D lwi+uil? (lll, +lyll,) =Nz +yly~ Al +lyl,)

i=1

da cui segue facilmente, dividendo per ||z + y||§71;

1z +yll, <ll=ll, +lvl,
]

Definizione 9.2 (Norme equivalenti). X spazio normato con |||y €||-[|5) norme su X. Si dice
chell-|| 1) ¢ equivalente al|-|| o) se 3 c1,c2 €R, c1,02 >0 tali che Vw € X |laf|q) < cillzl (o) €
H»TH(Q) < C2||$||(1)

Osservazione 9.1. L’equivalenza tra norme e effettivamente una relazione di equivalenza.
Teorema 9.1. X spazio vettoriale di dimensione finita. Tutte le norme su X sono equivalenti.

Dimostrazione. Sia {ws,...,w,} una base di X. Scelto un elemento = € X esistono z1,...,2,
n n

tali che z = > x;w;. Pongo ||z|; := > |zi]. Ovviamente ||-||; ¢ una norma su X quindi
=1 i=1

basta mostrare che ogni altra norma & equivalente a ||-||;. Sia ||-|| una norma qualunque su

n

> Tiw;

i=1

c1 1= max |w;]|. Supponiamo ora per assurdo che V k € N 3z, € X tale che ||lzi|; > kx|
i=1,...,n

X. VzeX |z| =

n n
= > lxifjwi| < _ax [lws|| > |x;] quindi ho finito se pongo
i=1 =Lon i=1
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1
Pongo uy, := HxkaH AlloraVk e N |ug|; = Lellugl < T VkeN FJug, i=1,...,ntaliche
1

n
up = »_ up,w;. Fissatoi € {1,...,n} si ha quindi una successione {uy ; }ren € R. Chiaramente,
i=1

n

siccome V k € N |lugll; = D Jug,i|=1, deve essere |up|<1 VkeN Vi=1,...,n e quindi
i=1

per ogni scelta di ¢ la successione {uy;}ren € limitata. Allora esiste una sottosuccessione k;

n
tale che Vi = 1,...,n wu,; — A;. Chiamo u := )  Mw;. Si trova facilmente che [jul| <
i=1
1 n 1
o, ol + o, | < s, = s S~ M 0 = [l = 0. ool
i=

n
[ Mwll; = 1< | ey f||ukj||1 |< ||ukj — qu = Zl|u;€7Z —Xil= 0 = ||lul]|; = 1 che & lassurdo
iz

cercato. [ |
Teorema 9.2. V spazio normato. Norme equivalenti inducono la stessa topologia.

Dimostrazione. Siano ||y e[|l ;) due norme equivalenti su V. Basta mostrare che preso U
aperto nella topologia indotta da[|-|| ;) allora U ¢ aperto anche nella topologia indotta da |-[| ).
Vo € U Je >0 tale che Be(l)(:ro) C U. Siccome ||z — zol|(;) < c2]|z — zol| (5, si ha chiaramente
che B®? (z9) C Be(l)(xo) C U e quindi la tesi. ]

£
c2

Definizione 9.3 (Convergenza in uno spazio normato). (X,||-||) spazio normato, {zn}neny € X

succession. Dico che x,, converge a x € X (e lo indico con x, — x) se vale che

tim - a =0 (1)
Osservazione 9.2. z, —» & = ||z, || = ||z| perche | ||z| —||z.| |<||zn — ]|

n
Definizione 9.4. (X,||-||) spazio normato e {x,}nen € X successione. Dico che Y x; converge
i=1
n

ax € X seposto s, := Y. Ti, Sy — .
i=1

Teorema 9.3. V spazio normato, Vo C V' sottospazio. Se dim Vjy < o0 allora Vy é chiuso.

Proposizione 9.4. f:V — W ¢é continua in vg <= V {vn}neny CV successione convergente
a vg vale che f(v,) = f(vo) in W

Definizione 9.5 (Funzionale lineare). V' spazio vettoriale reale. f : V — R lineare si dice

funzionale lineare.

Teorema 9.4. V.W spazi normati, L : V — W lineare. L é continua <= 3 M > 0 tale che
VoeV L), < M|,

Dimostrazione. <= ) Preso vg € V e {Un}neny € V successione convergente a vg. Allora

| L(vn) — L(Uo)H =||L(vy, — UO)H < M||vy, — vl = 0 = L(v,) — L(vp) e quindi la continuita.
= ) PerassurdoVn € N Ju, € V tale Che||L(vn)HW > nllv, ||y, Detto uy, 1= U ale
[ Z(on)
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1 Un L(””)
heV n €N vy < — he L(u,) =L = = ||L(uy =1.
che V. n ||U ||V " e anche (u ) (HL(U")HW> HL(U”)HW H (U )HW

o inV u, = up = 0 ma L & continua e HL(uO)HW =1 e questo ¢

Allora, detto ug :=

[[Z(vo) [y
assurdo. [ ]

Definizione 9.6. V,W spazi vettoriali. £ (V,W) :={L:V — W | L lineare e continua }

Osservazione 9.3. V, W spazi vettoriali. .Z'(V, W) € uno spazio vettoriale normato con||L|| o, :=

{” [l |, eV\{O}}zsup{HL(x)HW||a:|v=1}.

[l
Per definizione V L € Z(V,W) ||L| o, < +o0

Osservazione 9.4. ||L||, = inf{M >0 ||| L(v)|,, < M|vll,, VYveV}

lw

Definizione 9.7 (Spazio di Banach). V' spazio normato si dice di Banach se ¢ anche completo
Esempio 9.2. Alcuni esempi di spazi di Banach:

e C°([0,1]) con | f|l., := sup |f(z)| & uno spazio di Banach
z€[0,1]

e C'([0,1]) con || fllcr := sup |f(z)|+ sup \f’( )| & uno spazio di Banach

z€[0,1 z€[0,1

Definizione 9.8 (Immersione continua). Se la mappa di inclusione tra due spazi normati ¢

continua si dice che l’immersione é continua
Teorema 9.5. Sia (V,||-||) uno spazio normato di dimensione finita. Allora V' é di Banach.

Dimostrazione. Sia {v,}nen C V successione di Cauchy. Se due norme sono equivalenti e la
successione v, ¢ di Cauchy per una norma allora ¢ di Cauchy per entrambe. Siccome V ¢ di

dimensione finita ( = tutte le norme sono equivalenti) mi basta verificare la tesi con una

n
norma particolare. Sia {w1,...,w,} una base di V. Posso scrivere v, nella forma > v, ;w;
=1

quindi pongo ||v, || := Z |Un,i|. Siccome {vp}nen € di Cauchy anche {v, ;}neny € R & di Cauchy

i=1

Vi=1,...,n quindi siccome R & completo Vi=1,...,n 3 A; tali che v, ; = A;. Allora detto
n n

vi= Z Aiw; vale che||v — vp|| = D Jvn: — Al 0 = v, — v quindi V' & completo e percio &
i=1 i=1

di Banach. -

Teorema 9.6. V,W spazi normati con W spazio di Banach — ZLL(V,W) é uno spazio di
Banach

Dimostrazione. Sia {T,,}nen C Z(V,W) una successione di Cauchy. Allora, per definizione
Ve>0 37 € NtalecheVnm>n [T,-Tuly < (<= |Tu(z)—Tn()

ellz|l,, ¥V axe€V). Da questo segue immediatamente che:

lw <
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1. Ve eV {T,(x)}nen €W & una successione di Cauchy
2. 3 M >0 tale che||T,||, <M VneN

La prima affermazione € ovvia. Per mostrare la seconda osserviamo che preso e =1 dn € N
tale che V.n > 7 [|Th|y < |Tally +1Th —Thlly < ||Th|ly + 1 quindi la costante M :=
max{||Ts| o + L||Th-1llo,---,[[T1|| &} € quella cercata. V 2 € V pongo g, := nEIfooTn(I)
(9. € W per la completezza di W). Detta T : V — Wz +— g, mostro che T & lineare e
limitata. Ovviamente T'(ax + BY) = gaztpy = lim Ty(ax + By) = lim oT,(z) + BT (y) =
n——+o0o n——+oo
e lirJrr1 T.(z)+ 8 liT T.(y) = ags + Bgy = aT(x) + BT (y). Inoltre per il punto 2) V n €
n—r+00 n——+0oo
N @y <ITollzllzly < Mlzly = YzeV [|T(@)], = lm [T.(2)] < Ml
Allora T € Z(V,W) e inoltre T,, — T in .Z(V,W). Infatti essendo {T},}nen di Cauchy in
ZL(V,W)sihacheVe>0 30 € Ntaleche Vnm>n |T,-Tul|y <€ < Vuze
V |Tale) = Tu(@)ly <clely = YzeV |Tule) - T@)|, < elzly = |T0-Tly <

€ che ¢ la tesi. u

10 Successioni di funzioni e convergenze

Definizione 10.1 (Convergenza quasi uniforme). (Q,.#, ) spazio di misura, {fn : @ = R} en.
Si dice che fn, = f quasi uniformemente (q.u) in Q seVe>0 I E € .# tale che u(¢g) <e e

fn — [ uniformemente in E.

Definizione 10.2 (Convergenza in misura). (9, .4, u) spazio di misura, {fn : @ = R}nen. Si
dice che f, — f in misura seV € > 0 lilf pu{z € Q| |fulz) — f(2)|>€}) =0
n—r+00

Proposizione 10.1. f, — f quasi uniformemente —> f, — f quasi ovunque

1
Dimostrazione. V k € N 3 E, € 4 tale che f, — f uniformemente in Ey e u(%g,) < T
o0 (o]
Ovviamente f,, — f puntualmente in E := |J Ej. Allora siccome € = () %g, vale che
k=1 k=1
00 1
VkeN u(@r)=ul 65, < pu(€r,) < z = u(€g) =0 e quindi la tesi [
k=1

Proposizione 10.2. f, — f quasi uniformemente = f, — f in misura

Dimostrazione. ¥ 0 >0 3 E € # tale che u(6g) < o e f, — f uniformemente in E ovvero
Ve>0 Ine€NtalecheVn>n VzzeFE |fu(r)— f(x)|[<e AlloraVneN Vo>

0 p{z e Q| |fu(z)=f(@)[> €}) = p({z € E | |fulx)—f(2)[> e})+u({z € Cp | [fu(z) - f(2)|>

€}) < o e quindi passando al limite per o — 0 si ha la tesi. (]

Teorema 10.1 (Teorema di Severini-Egorov). Se u(Q2) < 4oo allora f, — [ quasi ovunque

<~ fn — f quasi uniformemente
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Dimostrazione. <= ) Gia nota

| =

= ) Sia N trascurabile tale che f,, — fin Q\N. Sia AW = N {x € O\N : |fn(z) — f(2)|<

n>m

Fissato k € N si ha che {Agf)}meN ¢ crescente e inoltre |J AR = OQ\N. Infatti se x € Q\N
meN

1 .
allora f, — f e quindi 3 m € N tale che Vn > m |fu(x) — f(2)|< P e AP Allora

M(A5ff)) = w(Q\N) = p(Q) e quindi Ve >0 VEkeN Imy €N tale che (€ ,0)) < 2%
mp

1 00

Allora V x € A,(lf,z | fr(x) — f(2)|< Z ¥ n > my. Sipone E:= ) Aﬁ,’fi equindi su F f, = f

k=1

(oo} [ee] €

uniformemente. Inoltre p(¢g) =p | U € w0 | < X 55 =€ -
k=1 "~k k=1

Osservazione 10.1. f, — f in misura /~= f,, — f quasi ovunque. Un controesempio ¢ dato
da ([0,1], Z,p) e fi(z) =1, fao(x) :=1jg 1, f3(2) =124y, fa(@) =Ty,

Teorema 10.2. f, — f in misura = 3 f,, — f quasi ovunque

Dimostrazione. ¥ € > 0 113_1 p{x e Q:|fu(z) — f(z)|>€}) =0. AlloraVkeN 3In, eN
n o0
taleche Vn>n, p ({x €Q:|fulz) — f(x)|> ;}) < %

Sia Bj, i— {xEQ:fnk(z)f(:c)E ]t}eE: N U Ew AllortaVmeN w(E)< S u(Er)

n=1k>n k=m

> = e quindi siccome Y 73 converge vale che u(E) = 0. Allora 65 = U () g,
k=m k=m meN k>m
1
dove €, = {x €N |fn(z) — fz)|< k} Allora su ¢ fn, — [ quasi ovunque. Infatti
1
Veeér ImeNtalecheVk>m |fy (2)— f(2)|< T = fn, — f quasi ovunque. ]

11 Spazi L? e [

Definizione 11.1 (Spazi LP). (Q, ., u) spazio di misura, p € [1,+00). Si pone
LP(Q) = {f : Q = RU{£oo} misurabile tale che /|f|p dp < —1—00}
Q

Sullo spazio LP(2) (che abbrevieremo L) si puo definire una relazione di equivalenza f ~

p . .
=L ~. Con abuso di notazione

g < [ = g quasi ovunque. Chiamiamo quindi £?(Q2)
indicheremo ZP direttamente con LP e la classe di funzioni uguali quasi ovunque con un suo

rappresentante.

Osservazione 11.1. LP & uno spazio vettoriale. Infatti prese f,g € L? e o, € R & chiaro
che af + B¢ & misurabile e inoltre |af + Bg|P< 2P~1(|f[P+|g|P) quindi af + Bg € LP. Infatti
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Vit>0 (1+¢t)P <271 +tP) e quindi in particolare per ¢ = . (Per mostrarlo basta

trovare il minimo di ¢(¢) := 2P~1(1 +tP) — (1 + ¢)P)

In modo analogo a prima, introducendo la stessa relazione di equivalenza ~ posso definire lo

spazio:

L>(Q) := {f : Q@ — R misurabile tale che 3 C > 0:|f|< C p-quasi ovunque in Q}

Osservazione 11.2. Anche in questo caso L* ¢ uno spazio vettoriale. Infatti se |f|< Cy in
O\Ny e |g|< Cy in Q\Ny con Ny, N, trascurabili chiaramente vale che |af + Bg|< |a|Cr +|8|Cy
in Q\(Nf @] Ng)

Definiamo quindi due mappe su L? e L*° che dimostreremo essere delle norme:

1l = ( i du) '

1 £l :=1nf{C >0 ||f(x)|< C quasi ovunque in Q}

Chiaramente queste mappe sono ben definite. Inoltre rispettano le prime tre proprieta delle

norme. Resta quindi da mostrare la disuguaglianza triangolare.

Proposizione 11.1 (Disuguaglianza di Holder). f € LP, g € L* con p,p’ esponenti coniugati
(compresa la coppia (1,+00)) = fg € L' e||fgllp <[ fllLnllgll Lo

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che p = 1 e p’ = 4o0o. Allora vale che |(fg)(z)|=

1f(@)]|g(@)|< | f(@)lgll e = fg € L' e inoltre /Q|fg| dp <||gll o /Qlfl dp = fll L llgll <
Sia ora p € (1,400). Per la disuguaglianza di Young vale che, V z € Q :
1 p, L ' .

|f(@)g(z)|< ;le ()] +plg(x)| f-quasi ovunque

e quindi:
1 » 1 ' .
F@)g@) du< = [ 1F@) du+ = [ lg@)P du p-quasi ovungue
Q pJo P Ja

da cui segue facilmente che fg € L'. Come nella dimostrazione della disuguaglianza di Holder

nel caso finito dimensionale si procede notando che V A > 0:

P P
/|f(1:)g(x)| du S )\p71||f||Lp +)\71||9Hf,p
Q p p
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g1l
p/

. AT
e quindi, posto A := , B:=

e ¢(\) == \P"1A + A1 B, ripetendo gli stessi calcoli si
trova che:

p
[ 1£@a@)] du < juf 63) = min () =1l

Teorema 11.1 (Disuguaglianza di Minkowski). f,g € L? con p € (0,+00). Allora||f + g/;» <
1l e +lgll o

Dimostrazione. Notiamo immediatamente che:
£+ 9l = [1F+gP du< [1£+9P 17 dut [ 17+ g gl du= ()
Q Q Q

Detto p’ I’esponente coniugato di p si ha che |f + g|P~1€ LP". Infatti |f + g\p/(p’l): lf + glP.

Allora per la disuguaglianza di Holder vale che

() <Al o

g =i el U+l

p—1
gl L+l

Inoltre sviluppando meglio il primo termine si trova che:
1

g, = (far+aryan)” = ([ir+p du)p;l — 1+ ol

da cul si ricava facilmente la tesi. [ ]

Grazie alla disuguaglianza di Mikowski segue facilmente che tutti gli spazi LP sono normati

con norma ||-|| ;.-

Proposizione 11.2. (0, .#, 1) spazio di misura finito, p > 1. Allora LP(2) C LY(Q) e inoltre

limmersione ¢ continua

Dimostrazione. Grazie alla disuguaglianza di Holder si trova facilmente la tesi. Infatti, detto p’

I’esponente coniugato di p:

1

/QIfI dp =1 fll o 1 o =111l o ((82))7

Teorema 11.2. (Q, .#, ) spazio di misura. ¥ p € (0,+00) LP & uno spazio di Banach.

Dimostrazione. p = +00) Sia {f,}nen € L successione di Cauchy. AlloraVk eN Jn, eN
1
tale che Vn,m > ngp  ||fn — fmll e < T = 3 {Fk}ren tale che p(Ep) = 0e V x €

1 0

ANEr  |fulz) — f(2)|< T Allora detto E := |J Ej si ha che E & ancora p-trascurabile e
k=1

inoltre VkeN, Ve e O\E |fu(z)— f(2)|< % Chiaramente Vx € O\E {fn(z)}nen CR &
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di Cauchy e R & completo quindi posso definire su Q\ F la funzione f(z) := ”EI_EOO fn(x). Mostri-
amo quindi che f € L e inoltre f, — f in L>°. Per ipotesi so che Vk €N, Vz € Q\FE, V n >
me 1fa@) ~ F@S T = @IS o) = F@IH @IS £ 41l = f € L% Tnoltre
a partire dallo stesso fatto ¢ evidente che VE €N, Vn>ny ||fn — fll e < % = fo— fin
L.

p € [1,+)) Sia {fr}nen € LP una successione di Cauchy. V &k € N 3 ny € N tale che
Va,m>ng |fa— ol < ok Ovviamente si puo supporre che ngi1 > ng e quindi risulta

ben definita una sottosuccessione {f,, }ren. Mostriamo che questa sottosuccessione converge

—1
quasi ovunque in . Sia VI e N g(z) = > [fu,,, (®) = fa,(x)|. Per definizione g; ¢ positiva,
k=1

-1
misurabile e inoltre g; € LP per qualunque scelta di | € N. Infatti||g;||;, < frosr — fn <
L = k+1 kllLp

—~

Y. 57 < 1. Inoltre fissato = €  si ha che la successione [ — g;(x) ¢ monotona crescente e quindi
k=1
VeeQ I lim g(z)=:g(x). Per Beppo-Levi vale che:

=40

Jim [l dp= [ lo au<i

quindi anche g € LP. Fissati j,k € N con j > k si ha che V z € Q |fn; () = fr(2)|<

[y (@) = Sy @)y 2 (@) = fry o @)+ A+ s (2) = fop ()= Z|fm+1( z) — fo,(2)|<
l9;(2) — gx(z)] = 0 = {fn,(®)}ren € R & di Cauchy V z € Q. Allora posso definire f(z) :=

kkm fn, (x). Ovviamente f,, — f quasi ovunque in Q e siccome |f,, () — f(x)|< g(z) deve
essere fp, — f € LY = f € LP. Infine siccome |f,, (z) — f(z)[P?< |g(x)P grazie al teorema
di convergenza dominata si ha che ank — fHLp —+0 = fp, — fin LP. Per concludere noto

che per ipotesi Ve >0 37 € Ntaleche Vam>n |fn— ful < € ¢ inoltre 3k € N

[\)

tale che V k > k ||fnk —fHLp < % quindi scelto h € N tale che ng > n e h > k si ha che
Vn>n ||fn_fHLP San_fnﬁHLp +an;;_fHLp <e = fn— [inLP. u

Corollario 11.1. (Q,.#,u) spazio di misura e {fn}tnen C LP successione tale che f, — f in

LP = 3 {fn,}ken sottosuccessione tale che fn, — f quasi ovunque in Q.

Dimostrazione. Grazie alla dimostrazione sappiamo che 3 {f,, }xen sottosuccessione tale che
fne = f* quasi ovunque in Q. Inoltre, seguendo lo stesso iter dimostrativo, f* € LP e f,,, — f
in LP. Allora |[f* = fllpp <|[f* = fus

quindi f,, — f quasi ovunque. [

+||fnk - fHL,, — 0 = f* = f quasi ovunque in Q e

Proposizione 11.3. (,.#,u) spazio di misura, {fn}nen Successione convergente a f in LP

con p # oo. Allora f,, — f in misura.
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Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che f,, non converga a f in misura. Allora 3 €y, §g > 0
tali che per infinite scelte din € N p({z € Q: |fn(z) — f(z)|> do}) > €. Posto E,, :={x € Q:
|fn(z) — f(z)]> 0o} segue immediatamente che per infinite scelte di n € N:

1o = fll7e = /Qlfn(fv) — f(@)P dp Z/E |fn(x) = f(2)[” dp > /E o4 dp > dgeo >0
e questo viola l'ipotesi di convergenza in LP. [

Osservazione 11.3. Lo stesso enunciato vale anche per p = co. Infatti se f, — f in L> allora

fn — f quasi uniformemente —> f,, — f in misura.

Proposizione 11.4. (Q,.#, 1) spazio di misura finito. p > q = LP C L% con immersione

continua.

Dimostrazione. Sia f € LP. Presa una qualunque coppia (r,r') di esponenti coniugati, per la

disuguaglianza di Holder segue che:

1
< 1

191, = [1san< ([ ra)” (i an) =

In particolare scelto r = = (> 1) si trova che:

ISE s’

(+) = (u() ( /Q T du)” — (@) H[FI1%, < +oo
che da la tesi. ™

Osservazione 11.4. Nelle stesse ipotesi della proposizione & chiaro che se f,, — f in LP allora
fn— fin L9,

Teorema 11.3. (Q, .#, 1) spazio di misura finito, {fn}nen C LP(Q2) con p > 1. Se vale che:
1. sup|l full» < +o0
neN
2. 3 f misurabile tale che f, — f quasi ovunque in §2
allora f, > fin LY VYqg<p
Dimostrazione. Mostriamo dapprima che f € LP. Grazie alla proprieta 1) si ha che sup|| f, ||}, =
neN

sug | frnlP di < 400 quindi per il Lemma di Fatou si trova che:
ne Q

171 dn < timsup [ 1,17 dp < o
Q n—+o0o JQ

da cui segue che f € LP. Sia ¢ < p. Per il teorema di Severini-Egorov f, — f quasi uniforme-

mente quindi Ve >0 3 E € .4 tale che u(E) < € e f, — f uniformemente in Q\E. Allora

42



fissato e >0 IneNtalecheVn>n VaxeO\E |fu(z)— f(z)|<e AlloraV n > n grazie

alla disuguaglianza di Holder:

_ [ — _ — _ _
I = I, /Q\fn 719 du /Q\Em, flqdu+/E|fn f19 dp <

1-4 a
< Sp(Q\B) + ( [ du) ( J du) < PU(O\E) + & H i — FIL 0
E E

che da la tesi. n

Definizione 11.2 (Spazi ?). (N, Z(N),#) spazio di misura. Chiamiamo spazi [P gli spazi
LP(N)

o0

Osservazione 11.5. Ovviamente / z(n) d# = an (dove chiaramente si vede la suc-
N n=1
cessione {z,}neny come mappa n — x(n) Zp) quindi Sl trova facilmente che detta x :=

8

(1,...,&n,...) €WP conpe[l,+o0) |z, = (Z mn|p>

Osservazione 11.6. Presa z := (21,...,2y,...) € [*° si ha che ||z], = bup|xn|

Osservazione 11.7. Tutto cio che e stato visto in generale per gli spazi LP continua ovviamente

a valere per gli spazi [P che sono dei casi particolari di spazi funzionali.
Proposizione 11.5. p < q = [P C 7 CI*® con immersione continua tra [P e 9.

Dimostrazione. Ovviamente {9 C [*°. Infatti z € |9 = |2,|"> 0 = 2z, > 0 = z €[>,

Inoltre preso x € [P si ha che:

[E Z\mnl”‘— Z\xn\“ Plan P <[l 2

che da la tesi. [
Definizione 11.3. Definiamo i sequenti spazi funzionali:

e C:={x=(zp)nen |2 €ERVieNed lim x,} CI*®

n—+4o0o
e Cp:={z=(zp)nen|zi€RVieNe lim z,=0}CC
n——+oo

e Coo:={z=(zp)nen|zi€ERVieNedIneNtale cheVn>n z,=0} CC

Osservazione 11.8. Ovviamente ognuno di questi spazi sono sottospazi vettoriali di [*°

Proposizione 11.6. Cy é chiuso in [*°

Dimostrazione. Sia {x(")}neN C Cy una successione tale che 2™ — 2 in [°°. Per ipotesi fissato
e>0 dn e NtalecheVn>n Hx(”)—xH < % einoltre Vn € N 3k, € N tale che

Vk>k, |x§!l)\< . AlloraVn>n Vk>k, |o]< |xk—mk)|+\x(")|§e [
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Proposizione 11.7. La chiusura di Cyg in I° ¢ Cy.

Dimostrazione. Sia T, : Cy — Cpp la mappa x +— T, (x) dove:

T; set1<n
(Tn(x))z =

0 sei>n

Sia x € Cy. Mostriamo che la successione {T},(z)}nen € Coo converge a z. Sia € > 0. Notiamo
che:
0 set<n
(Tn(z) —2); =
T; set>n
Per ipotesi 37 € Ntaleche Vn>n |z,|<equindiVn>n VieN |(T,(z)—z)|<e =
T () — lew < € che da la tesi. ]

Corollario 11.2. Cy ¢ denso inIP ¥V p € [1,+00) rispetto a |||,

Osservazione 11.9. Si puo mostrare che ¥V p € [1, +00) l'insieme D := {(zp)nen € Coo | z; € Q}

¢ denso in [P = [P & uno spazio separabile. Si puo invece mostrare che [* non e separabile.

Definizione 11.4 (Duale). V spazio normato. Lo spazio £ (V,R) si dice spazio duale di V e si

indica con V' o V*. Gli elementi di V* si dicono funzionali

Teorema 11.4. p € [1,4+00). V ¢ € (I?)* Fu € I¥ tale che p(v) = Upvy, Vv € P dove

o

p’ & Uesponente coniugato di p. Inoltre||d|| ;p). = [ull

Dimostrazione. V k € Nsia ey, il k-esimo vettore della base standard (cioé e, = (0,0,...,1,0,0,...)
con 1 in posizione k) e ug := ¢(ex). Pongo u = (up)ren. Mostriamo prima che u € I?’ e che

[ullpr <@l (1y+ distinguendo i due casip=1e p € (1,+00).

e p=1VEkeNvae |ug|=|p(er)[<Ill ) llerllp =l0lary == Nl <MDl -

e (pe(1,+00)) Sia z € Cyp N IP. Notiamo subito che:

N N N N
D whug =Y wrdler) = Y dlaner) = ¢ | D wrer | [0l
k=1 k=1

x”lp
k=1 k=1
In particolare scelto x tale che xy := |uk\p/_2uk V k < N si trova che:
N
> Tkl <16l 4oy 2l
k=1
e dunque

N p/ 1/17/
(Dl ) ™ <l6lny-
k=1
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Quindi, mandando N — +o0, abbiamo che u € IP" e che

lullipr <Nl gy
che ¢ cio che si voleva mostrare.

Mostriamo ora la disuguaglianza opposta. Visto che Cyg € denso in [P abbiamo

“+ o0

o(x) = Zukxk, Yz € [P

k=1

Sia x € [P. Segue subito che (Disuguaglianza di Holder):

()|

Hx”lp

oo
6(2) = > wae| <lullp ll2ll,, = <l = 19l goy < llull
k=1
Mostriamo ora l'unicitd. Supponiamo esistano u,u’ € I”" come nella tesi. Allora V z € 1P

deve valere che ¢(z) = > upzr = > uwpxry = Y (ux — up)zr = 0. Allora scelto z :=
k=1 k=1 k=1

’ S /
((ug — ul)|ugp — uf|P ~2)gen segue subito che kz lup —up|P =0 = upy=u);, VkeN |
=1

Corollario 11.3. (I?)* < ¥’

+oo

Corollario 11.4. ¢ : Cp — R. Allora 3! u € ! tale che ¢(x) = > upzy Va € Cy. Inoltre
k=1

lullpn =118l ¢y

Definizione 11.5. In (RN, % u) (n misura di Lebesgue) definiamo l'insieme Co(RY) :=
{f: RN = RN | f continua e 3 K CRY compatto t.c f(x) =0V x € RVN\K}

Teorema 11.5. Cc(RY) ¢ denso in LP(RY) se p € [1,+0o0)

Dimostrazione. Mostriamo prima che Co(RY) & denso in L'. Sia f € L' ed ¢ > 0. Per
l'osservazione 3.4 esiste una funzione semplice s tale che ||f —s|,. < e. Inoltre s & com-
binazione lineare di funzioni caratteristiche 14 dove A ¢& misurabile e limitato. Allora es-
istono due insiemi FF C A C G con F chiuso, G aperto, tali che u(G\F) < e. Per il lemma
di Urysohn 3 f : RY — [0,1] continua tale che f(F) = {0} e f(RM\G) = {1}. Allora
I f=1all: < /\ 1 dp < € e questo implica la tesi per p = 1.

G\F

Mostriamo ora la tesi per p € (1,400). Nella dimostrazione useremo senza dimostrarlo che

feEL'NL>® = feLPVYpc|l,+oo] (Pitl in generale vale che f € L*NL! = f & L" conr
1 6 1—96

tale che = = —+—— V6 € (0, 1)) Da questo segue che|| ||}, :/ ¥ilks dx:/ IFIP~Yf] da <
r S t RN RN

_ 1—1 1
FIES 1A = 1l DAl £

Data f € LP e fissato € > 0 costruisco g tale che:
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e ge L™
e g =0 fuori da un certo compatto K
€
o llg—fllzs §§
V n € N considero f,,(x) = Xp, (0)(2)T, f(z) dove

r(x) se |r(z)|<n

Tur(@) = m"(x) altrimenti

Ora notiamo che
o fpelL™® VneN
e f, =0 fuori da B,(0)

Tinoltre f, — f in L? perche |f,(2)|< |f(x)| quindi la tesi segue per la convergenza dominata.
Allora vale anche che 3 7 € N tale che Vn > n | f,— fll. < % Chiamo quindi g = f5.
Notiamo che g € L' quindi fissato § > 0 3 g; € Cc(RY) tale che ||g — g1]| ;1 < d. Posso inoltre
supporre che g1 = Tﬁgli(l: l91llpee = 7). Allora||f —gull e < [If —gll» +llg =l <
5 Tllg =91l zillg = g1l " Notiamo ora chelg —gill oo < llgllp +llg1llp= < 27 A questo

punto scelgo § > 0 in modo tale che 5%(273)1_% < % ehol|f —ag1llp < % + 5%(277)1_% <e =

Osservazione 11.10. In generale si pud mostrare che vale la stessa cosa per C(2) qualunque

sia Q C RY misurabile.

Osservazione 11.11. {f,},en tale che ||f,||;« < C uniformemente inne f, — f in L! =

fn— fin LP ¥ p € [0, +00] per quanto visto nella dimostrazione.

12 Spazi di Hilbert

In questa sezione verranno sempre considerati spazi vettoriali X su C.

Definizione 12.1 (Prodotto scalare o interno). X spazio vettoriale complesso. (-,-) : XxX — C

st dice prodotto scalare (o interno) se valgono le sequenti proprieta:
1. (,2) >0 VzeX

2. (z,2) =0 <= 2=0 VzeX

3. (xzy)=(y,z) Vz,yeX

4. Az +py,z) =AM, 2) +ply,2) Va,y,ze€X, VAipueC
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Osservazione 12.1. (Az,py) = \ia(z,y) Va,ye X, VAueC
Definizione 12.2 (Spazio pre-Hilbertiano). La coppia (X, (+,-)) st dice spazio pre-Hilbertiano.

Indichiamo con ||z|| := /(z,2). Mostreremo poi che questa definizione ¢ effettivamente la

definizione di una norma.
Definizione 12.3 (Ortogonalita). x,y € X sono detti ortogonali se (x,y) =0

Definizione 12.4 (Sistema ortonormale). {z;} C X sono detti sistema ortonormale se (x;,y;) =
OVi#jel|w|=1Vi

Esempio 12.1. Alcuni esempi di spazi pre-Hilbertiani:

N

o X :=RY (z,9):= Y iy
i=1
N

o X :=CVN (z,y):=> 2%
i=1

o
o X :=0°I0,1,C) (f,9) ::/0 f(2)g(z) dx

Osservazione 12.2. ||z + y|| = (z+y, z+y) = (z,2)+(,9)+ (@, v) + (v, y) = |z +2R((z, y)) +

ly|I> quindi se z e y sono ortogonali allora ||z + y||> = ||||*[|y|>

Teorema 12.1 (Teorema di Pitagora). Sia {z1,...,zn} un sistema ortonormale in X. Allora
) N >N

Vo € X siha chelz|” =|lx — X (z,x)xi|| + X |(x, 2))?
i=1 i=1
N N

Dimostrazione. Sinotache z— > (x,x;)x; e Y. (x,x;)x; sono ortogonali. La dimostrazione segue
i=1 1=1

quindi dall’osservazione. [

Corollario 12.1 (Disuguaglianza di Bessel). Nelle stesse ipotesi del teorema precente si ha che
N
2
_Zl\(%wi)lzﬁ [l
1=

Teorema 12.2 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia X uno spazio pre-Hilbertiano. Allora
V f.g € X siha che |(f, )< fllgll

Dimostrazione. Qualunque sia A € C vale che 0 < (f +Ag, f+Ag) = fII7+2R(X(f, 9)) + Mgl

2 2
quindi in particolare per A = (f,92) trovo che 0 < || f||*+ |(ﬁt’ iQﬂ 2(f’|‘|q)|(£’ 9) =|If1I*- |(|f’ |gg|
g g g
quindi moltiplicando per ||g||* segue la tesi (ovviamente se g = 0 la tesi valeva a priori). |

Proposizione 12.1. ||z|| é una norma.

. ] 2 2 2 2 2
Dimostrazione. ||z +ylI” =[l=[|” +[lylI” + 2R((z, y)) <[l=[I” +llylI” + 2llz[lly] = (=] +]lyl)* che

¢ la tesi. -
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Teorema 12.3 (Identita del parallelogramma). Sia X uno spazio pre-Hilbertiano. Allora¥ x,y €
X si ha che o +yl* +lle — y|* = 2 (2> +]1y]*)

Dimostrazione. ||z +y|* +|z — y|* = (@ +y, 2 +y) + (z -y, 2 —y) = (z,2) + 2R(x,y) + (y,y) +
(2, 2) = 2R(z,9) + (5 9) = 2 (l2]]* + 2] .

Teorema 12.4 (Von-Neumann). Sia X uno spazio normato tale che ¥V x,y € X wvalga Uidentita

del parallelogramma. Allora la norma in X ¢é indotta da un prodotto scalare.
Definizione 12.5 (Spazio di Hilbert). X pre-Hilbertiano e completo viene detto spazio di Hilbert.
Esempio 12.2. Alcuni esempi di spazi di Hilbert (o non di Hilbert):

e C°([-1,1]) con la norma dell’esempio precedente non & di Hilbert

e L?(Q,C) := {f Q—>(C‘/fdu<+oo} con (f,g) /f d,ueuno spazio di
Hilbert.
e Analogamente anche L?(N,C) =: [2 ¢ di Hilbert.

Teorema 12.5 (Teorema delle proiezioni). Sia H uno spazio di Hilbert e ) # K C H chiuso e

convesso. AlloraV f € H 3! u € K tale chel||f —ul| = in}f<|‘f—v||. (u si dice proiezione di f
ve

in K ). Inoltre vale che u & la proiezione di f in K <— R((f —u,v—u)) <0VveK

Dimostrazione. Mostriamo prima che un tale u € K esiste. Sia {u, }neny € K una successione tale
che, posto ¢ : K = R v —|f—vl, ¢(un) — in}f(Hf — || =:d. V n,m € N si ha, per I'identita
ve
2
del parallelogramma, che ||2f — (up + upm)||” + [Jun — uml® = 2(1f — unl® +1If — uml|?) =

f(uﬂm)HQ 1

Up — Um,

2
Unp + Um, Up — Um

2
Up + U, 1 2 2
: - (2)| < L0 P 1 = ) -

d?* — 0 per n,m — +oo quindi u, & di Cauchy = u, — u € H ma siccome K & chiuso deve

5 i(Hf —un|® +If = um|®). Essendo K convesso si ha che

€ K quindi >d? =

essere u € K. Siccome ¢ & continua ¢(u,) = ¢(u) =d = ||f —u|]| = d.

Mostriamo che se u risolve il problema di minimo allora vale che R((f —u,v—u)) <0Vov € K. Sia
ve K, tel0,1], w:= (1—t)uttv. Siccome K & convesso w € K; inoltre|| f — u|® <||f — w|* =
1F =)+ tu— v || ((f = )+ tu—0), (F — )+ tu— ) =[1f —ull® + 26R((f -, u— v)) +
Pllu—v]? = 0<2AR(f —uu—20)) +2lu—v]> = 0<2R((f —u,u—0)) +tl|lu—v|>
Facendo tendere ¢t — 07 trovo che R((f — u,v —u)) <0

Ora invece mostriamo che se vale R((f — u,v —u)) < 0V v € K allora u risolve il problema di
minimo. | — ul*~|1f = v||* = (f=u, f~w)~(f v, f~v) = (f~u, f~vtv—u)~(f~utu—v, [~
v)=(f-u, f=v)+(f—uv,v—u)—(f—u, f—v)—(u—v, f—v) = (f—u,v—u)— (f —v,u—v) =
(f—u,v—u)—(f —u+u—v,u—v)=(f—u,v—uw)+(f —u,v —u)-lu—v| <2R((f—u,v—u)) <
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0 VveK

Mostro ora che u & unica. Dato f supponiamo esistano ui,us proiezioni di f su K. Allora
R(f—ur,ug—uq)) <0eR((f—uz,u1—uz)) <0 = R((f—ur,us—u1))+R((f —uz,u; —usz)) <
0 = R(f —wu,ue —u1)) = R((f —ug,us —u1)) <0 = R((ug —ug,u; —Uz)) <0 =

|ur —usl| =0 = uy = uy n

Corollario 12.2. Nelle stesse notazioni del teorema risulta quindi ben definita la mappa Py :
H—-K f—u

Teorema 12.6. Nelle stesse ipotesi del teorema delle proiezioni si ha che HPK(fl) — Py (fg)H <
lfi — foll ¥ f1,f2 € H (ovvero P é 1-Lipschitziana)

Dimostrazione. uy = Pk (f1), ug := P (f2). Allora R((f1 —u1,us—u1))+R((fo—ua,us —uz)) <
0 = R((fi—ur,us—u1))—R((fo—uz,us—u1)) <0 = R((fr—fotu2—u,us—u1)) <0 =
R((f1 = faruz — 1)) +Huz — w]|* = JJuz — wi||” < R((fo — fr,uz —w1)) <[ fo — fillluz — ui
che ¢ la tesi ]

Teorema 12.7 (Teorema di proiezione su un sottospazio). H spazio di Hilbert, M C H sot-
tospazio chiuso. Allora data f € H 3! w € M tale che (f —u,v) =0 VYveM

Dimostrazione. Mostro che I'u cercato ¢ u := Py (f). Ovviamente u € M. Inoltre V ¢ €
R (f—ul® <|[f = @+tw)]* = [If —ul® + 2o]* - 26R((f — w,v)). Allora 0 < #2|jv]* —
AR — u,v)) = 2R((f — w,v)) < |v|*t = R(f — u,v)) = 0 (perche ¢ & arbitrario).

Ripetendo lo stesso argomento con u + itv trovo che anche S((f — u,v)) =0 ]

Definizione 12.6 (Insieme ortogonale). Sia H spazio di Hilbert ¢ M C H sottospazio chiuso.
Chiamo ortogonale di M l'insieme M+ :={f € H| (f,v) =0V v e H}

Proposizione 12.2. M=+ ¢ un sottospazio chiuso.

Dimostrazione. ¥ a, 3 € C, V f,g € H af + Bg € M+. Infatti (af + Bg,v) = a(f,v) + B(g,v) =
0 Vo€ H. Siaora {f,}nen € M* tale che f, — f in H. Siccome (f,v) = (f — fn,v) + (fn,v)
e lim (f— fa,v) =0 (perche [(f — fo,0)[<[If = fullllo]| ) allova (f,v) =0 = fe M- =

n——+00
Teorema 12.8 (Teorema di decomposizione ortogonale). Sia H uno spazio di Hilbert, M C H

sottospazio chiuso. Allora ogni f € H si decompone in modo unico come f = u + w con
we M, we M+

Dimostrazione. Prendo u € M data da u := Py;(f). Basta mostrare che w := f —u € M+ ma &
ovvio perche (w,v) = (f —u,v) =0V v € M. Supponiamo ci siano due decomposizioni (u1,w1)
e (ug,wy). Allora (u; —ug) + (wy —wa) =0 = u; —uy = wg —wy. Posto u := u; —ug e

wi=wy—w; hocheu,w e MNM+ = u=w=0 [ ]
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Teorema 12.9 (Teorema di Riesz). V ¢ € H' 3! u € H tale che ¢(v) = (u,v) Vv € H e
lull =6/l

Dimostrazione. Limitiamoci al caso complesso: M := ¢~ 1(0) C H & un sottospazio di H chiuso.
Se M = H allora ¢ = 0 quindi scelgo u = 0. Se invece M # H costruisco g € H tale che
lgll = 1 e (g,w) =0 VY w e M. Scelgo go € H e chiamo g; := Pp(go). Pongo quindi

= DT mfatti ¥V w € M (g,w) = ———(g90 — g1,w) = 0. Dico che Vv € H
llgo — a1l llgo — gl
posso scrivere v = Ag + w con A\ = zgvi e w € M. Infatti posto w := v — Ag si ha che
g

P(w) = ¢(v) = Ad(g) = ¢(v) —d(v) =0 — w e M. Allora 0 = (g,w) = (9,v — Ag) =
(9.0) =X = XA=(g,v) = A= (v,9) = ¢(v) = d(9)(v,9) = ¢(v) = (v,6(9)g) quindi
pongo u = ¢(g)g

Supponiamo ora che esistano u,us € H come nella tesi. AlloraV v € H (v,u1) — (v,u2) =
0 = (v,u1 —u2) =0 quindi scelto v = u; — ug ho che ||u; —usl| =0 = w3 = us

Mostriamo ora che||ul| =|||| 4. [|®|l 7 = sup |¢(v)|= sup |(v,u)|<||u|| per Cauchy-Schwarz. m
Corollario 12.3. Preso u € H e ¢, (v) = (u,v) si ha che ¢y, & lineare su H. Inoltre |¢,(v)|=
[(u,0)|< lullllv]] =  éu continuo su H. Quindi 7 : H — H' w +— ¢, €& un isomorfismo

isometrico.

Osservazione 12.3. Se H := 2 allora H' = 1?2 e se H := L? allora H' = L2

13 Serie di Fourier

Proposizione 13.1. Sia H uno spazio di Hilbert e {ey}nen una successione ortonormale in H.

&) o0
Allora ¥V {c;}ien CR(C C) Y cie; converge in H <= > |c;|? converge
i=1 i=1

o0

Dimostrazione. La serie Y ¢;e; converge in H se e solo se
i=1
n+k
Ve>0 dneNtalecheVn>n, VkeN g Cié; <e
i=n H
Notiamo che
2
n+k n+k n+k n+k n+k n+k
Z Z Z Z - Z - Z 2
C;€; = Ci€;, cjej = CZ‘Cj (ei, Ej) = CiC; = |Ci|
1=n H i=n j=n 1,j=n i=n =n
quindi la tesi segue automaticamente. ]
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Definizione 13.1 (Coefficienti e serie di Fourier). Sia H uno spazio di Hilbert ed {e,}nen una
successione ortonormale. Dato x € H i valori {(x, e,) }nen si dicono coefficienti di Fourier di x

o0
rispetto a {e, }nen. Inoltre la serie Y (x,e;)e; viene detta serie di Fourier di x.
i=1

Osservazione 13.1. Per la proposizione precedente e per la disuguaglianza di Bessel la serie di

Fourier converge sempre in H.

Osservazione 13.2. H, := span{ej,...,e,} C H. La ridotta n-esima della serie di Fuorier di

r € H ¢ la proiezione di x su H,

Teorema 13.1. Sia H uno spazio di Hilbert e sia {e, }nen una successione di vettori ortonormali.

Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:
1. span{e,, | n € N} é denso in H
2. Ogni x € H ¢ somma della sua serie di Fourier in H
3. Vale che ||x|@1 =30 l(z,e;)| (Identita di Parseval)

4. Sex € H étale che (x,e,) =0 ¥ n €N allorax=0

Dimostrazione. 1) = 2) Per ipotesi dato x € H 3 {y, }nen tale che y,, € spanf{ey,... ey} e

2
. n 2 n—+oo
yn = x in H. Allora ||z — ) (z,e1)ei|| <|lz—wynly — 0
i=1

H

2) = 1) Ovvio

2) = 3) |z — > (mee|| =lzlly — Sl(z, e)* ma|lz— Y (x,e;)e;|| — 0 quindi segue la

i=1 i=1 i=1
) H H
tesi.

3) = 2) Ovvio
3) = 4) Ovvio

4) = 2) Per assurdo supponiamo che = # > (z,e;)e;. Allora considero (z — > (z,e;)e;, er) =
i=1

n=1
(x.er) — (Z(m,ei)ei,ek> = (z,ex) — D (x,e)(es en) = (x,ex) — (x,e5) =0Vn e NV ke N.
i=1 i=1
Passando al limite per n - oo hochez —y=0 = z =y ]

Definizione 13.2 (Successione ortonormale completa). Una successionei ortonormale {ep }nen

st dice completa se vale 4). {en}nen si dice base di H

Corollario 13.1. Se lo spazio di Hilbert H ammette una base allora H ¢ separabile (ammette
un sottoinsieme numerabile e denso). (Mi basta scegliere le combinazioni lineari a coefficienti

razionali)

Osservazione 13.3. Se la successione ortonormale {e, },en non & completa la serie di Fourier

converge alla proiezione di  su span{e,, | n € N}
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Osservazione 13.4. Se {e,}nen € una base ortonormale per H allora V x,y € H si ha che

(@,9) = > (@, en)(gren)

n=1
Teorema 13.2. Se H ¢ uno spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita allora H possiede

una base ortonormale.

Dimostrazione. Esiste un sottoinsieme {y,}neny € H numerabile e denso. A partire da tale
sottoinsieme costruiamo una successione {xy}ren di vettori linearmente indipendenti. Tale suc-
cessione ¢ infinita perche H ¢ di dimensione infinita e inoltre {y, }nen era denso in H. Notiamo
che span{zy | k € N} & denso in H. Con il metodo di Gram-Schmidt costruiamo un sistema

ortonormale {ej }ren € abbiamo che span{ey, | k € N} = span{zy, | k € N} che ¢ la tesi. |

1 .
elkx}lcez
T

(¢ facile vedere che queste funzioni sono tutte ortogonali tra loro). Data f € L%(—m,7) i suoi

Consideriamo ora lo spazio L?(—m,7) e come sistena ortonormale I'insieme {

coefficienti di Fourier sono dati dagli integrali L/ f(z)e ™ dz =: fi e la sua serie
V2T J—n7]
1 oo oo n A
quindi da —— Y fre™? dove si intende > fre®® = lim > fre™™®. Queste somme
2T k=—o0 k=—o0 [ B A,

ridotte vengono dette polinomi trigonometrici. Se si considera come campo R si considera il

1 1 1
sistema ortonormale {, — sin(kx), — cos(km)} . Si indicizzano in questo modo:
Ver VT & keN

NG
* ¢o(r) =

w-
3

o dmna(@) = =sinha)

o dor(x) = % cos(kx)

In modo analogo vengono definiti i coefficienti fk. I polinomi trigonometrici sono ora della forma

kz:(ak cos(kx) + by sin(kx))

Lemma 13.1. Esiste una successione {gn}nen di polinomi trigonometrici tale che:

1 gu(t)>0 VieR

1 ™

—T

n=4oo \ §<jt|<n

3. ¥ € (0,7) vale che lim ( sup qn(t)> =0

1+ cost

n
5 ) dove i ¢, sono scelti affinche valga 2) ovvero

Dimostrazione. Definiamo ¢, (t) := ¢, <

o <1+cost

5 ) dt =1 V n € N. Chiaramente deve essere ¢,, <0 V n € N quindi anche

2 J_,
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c n
1) risulta ovvia. I ¢, sono effettivamente polinomi trigonometrici. Infatti ¢, (t) = 2—2 > ( k) 1-
k=0

1 1
(cost)*. Notiamo che (cost)? = 5(005(%) + 1) ma anche che cos(kt) cos(t) = i(cos((k +1)t) +

cos((k 1)t)) quindi per induzione i qn sono pohnoml trigonometrici. Siccome g,, € pari segue ¢ che

n+1
1+cost dat > Cn 1+ cost sint df — 2¢y, 1+ cost _
T Jo 2 w(n+1) 2
=

0
o 1 1 S\"
L cn < LH Ora troviamo che sup q¢n(t) = ¢, (+COS> <
m(n+1) 2 s<|t|<m 2
1) /1 56\ "
7r(n2+ ) ( —&—;:05 ) o .

Teorema 13.3 (Teorema di Weierstrass). Sia f : R — R una funzione continua e 2mw-periodica.

Allora esiste una successione di polinomi trigonometrici {py, }nen tale che||f — ppll o — 0

1 ™ 1 t+m
Dimostrazione. Dico che p,(t) = — f(t — 8)qn(s) ds = ),
™

o f(T)qn(t — 1) dr dove ¢y,

¢ la successione del lemma precedente. Scrivo ¢, = ag + Z [a cos(kt) + by, sin(kt)] per qualche
=1

serie di coefficienti {ayg, ...,ax, }, {b1,...,bx, }. Allora trov1amo che:
a i T
po) = 52 [ sy ar =3 [ fr)costht =) drt v [ fr)sine(e - ) dr
k=i - -7

Siccome cos(k(t—7)) = cos(kt) cos(kT)+sin(kt) sin(k7) e analogamente sin(k(t—7)) = sin(kt) cos(kr)—

sin(k7) cos(kt) si trova che:

pAﬂ—EQ/ﬁﬂﬂdT=

ki

{ )(ag cos(kT) — by sin(k7) dr - cos(kt)
k=1

+ _ﬂ f(7)(ag sin(kT) + by cos(kT)) dr - sin(k‘t)}

e questo mostra che anche pn(t) € un polinomio trigonometrico. Mostriamo ora la convergenza
uniforme. Ricordiamo che — / gn(s) ds =1 V¥ n € N e che qualunque funzione 27-periodica &

uniformemente continua (V e>0 3d>0talecheVz,y € Rcon|z—y|< dallora|f(z)—f(y)|< €)

e fissiamo € > 0. Per il lemma precedente 37 € N tale che V. n > 7 2[|f| ., sup ¢n(s) <€
5<|s|<n
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quindi segue che V ¢t € R:

1 g 1 4
10 =puOl= |52 [ 00— 1= 3au(s) ds)| < 5 [ 170 = =)o) ds =
/ 10 = = Slan(s) dst 5= [ 170~ £ = 9lans) ds <
T Js<|s|<m
co | anls) dsto-2fl. s au(s)2n < e+ 2fle s guls) < 2
™ 6<|s|<m o<|s|<m
che dimostra 'uniforme convergenza. [

Teorema 13.4. La successione {¢;}jen ¢ un sistema ortonormale completo in L*(—m, )

Dimostrazione. Mostriamo il teorema facendo vedere che i polinomi trigonometrici sono densi
in L?(—m,m). Sia f € L?*(—m, 7). Siccome C&(—m,7) ¢ denso in L*(—m,m)Ve>0 Fue
Cg(—m,m) tale che | f — ul|, < e. Fissato € > 0 posso quindi estendere per periodicita u su tutto
R perche u(—7) = u(w) = 0. Allora grazie al teorema di Weierstrass 3 p polinomio trignometrico

tale che[lu — p||, < €. Siccome:

1

2 2 2
u—pll, = ( )Iu—pl dp| < )Ilu—plloodu <e

segue facilmente chel|f — pll, <I|f — ully +/ju — pll, < e+ev2m < (1+ v27)e e quindi la tesi. =

1
2
/ 1 d,ul < \/2me

| =

b
Corollario 13.2. Presa f € L*(—m, ) la sua serie di Fourier + Z { cos(kz) + —= sin(kx)

x/T e e

con

o qp = z) dx

),

—= f(
2m J(—n,m)
1

ﬁ (—m,m)

1 .
o by = W /(mﬂ) f(x)sin(kz) dx

converge in L?(—m,m) a f ovvero:

f(z) cos(kz) dx

o ay =

Jim /(_M) f(w)—i[j’%cos(kx)—&-\b/]%sin(km)} de| =0
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Corollario 13.4. Valgono i sequenti risultati di simmetria:
1. fpariin (—m,m) = b, =0 VkeN
2. f dispari in (—7w,m) = a, =0 VEkeN

Osservazione 13.5. Tutti i risultati precedenti li posso estendere ad un qualsiasi intervallo
(a,b) C R considerando quindi funzioni f € L?(a,b) di periodo b — a. Ovviamente dovranno

essere cambiate in accordo anche le funzioni ¢y

Teorema 13.5 (Teorema di Stone-Weierstrass). Data f € C%([a,b]) esiste sempre una succes-

stone di polinomi che converge uniformemente a f in [a,b].

Cenni di domostrazione. Posso approssimare f con polinomi trigonometrici e poi approssimare

questi polinomi con la loro serie di Taylor e questo mi da la tesi. [ |

Osservazione 13.6. Siccome la serie di Fourier di f converge a f in L?(—m,m) allora esiste
un’estratta della successione delle ridotte che converge quasi ovunque a f (Si puo addirittura

dimostrare che tutta la serie converge quasi ovunque)
Esistono numerosi risultati per gli altri tipi di convergenza. Ne citiamo alcuni:

Teorema 13.6. Sia f : R — R una funzione 2w-periodica e regolare a tratti (esistono al pit
un numero finito di punti x1,...,2, di discontinuitd in [—m, 7] e le discontinuitd sono di tipo
salto per f e f' con f derivabile in ogni intervallo (z;,x;11) ). Allora la serie di Fourier di f

Je) + feT) dove f(z™), f(z™) sono

converge puntualmente a f in ogni punto alla funzione 3

rispettivamente il limite destro e sinistro di f

Teorema 13.7. Se f : R — R ¢ 2w-periodica, assolutamente continua in [—m, ] con derivata

quasi ovunque f' € L?(—m,m). La serie di Fourier di f converge uniformemente a f

Dimostrazione. Indichiamo con ag, ag, by, i coefficienti di Fourier di f e con ay, aj,, b}, 1 coefficienti

di Fourier di f’. Deve necessariamente essere che f/(z + 2m) = f’(x) quasi ovunque. Notiamo

che:
b= [ @) de= ()~ f(-7) = 0
ao—ﬁﬂ_ﬂxx—mw ) =
ay, = % 7; f'(x) cos(kx) dx = % [f(x) cos(kx) :r +k 7; f(x)sin(kx) da:] = kb,
b, = % _: f'(z)sin(kz) do = % lf(x) sin(kx) :r —k _: f(z) cos(kx) dx] = —kay,

\2’? + ki (\‘;’% cos(kx) + % sin(kx)).

(o]
Mostriamo che la serie Y (Jax|+|bk|) converge ( = la serie di Fourier converge totalmente).
k=1

Consideriamo ora la serie di Fourier della f ovvero
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Per l'identita di Parseval kzl(a’iﬂ)’i) =||f ||; e inoltre per la disuguaglianza di Young |ay|+|bx|=

19 + %] < }\b’ |2+i + 1|a’ |2+L = 1(\a’ 1246, 12) + 1 che & il termine generale di una
k ko~ 20k Dok T 2RD Tog2 g R TR k2
serie convergente. n
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