ANALISI C & Complementi di Analisi Matematica di Base

Prova scritta del 23 gennaio 2007

Esercizio 1. Sia f : R — R una funzione misurabile e non negativa; si consideri la
successione di funzioni f,(z) = max{3f(x) —2n,0}, v € R, n € N. Provare che se f ¢
integrabile allora

lim [ f.(z)dx =0. (L)

n—oo R

Trovare poi un esempio di funzione f non integrabile per cui non valga (L).

Esercizio 2. Siano H e V due spazi di Hilbert con prodotti scalari (-, <)y e (-, )y
rispettivamente.

a) Provare che anche lo spazio prodotto H x V' & uno spazio di Hilbert rispetto ad un
opportuno prodotto scalare.

b) Provare che 'insieme K = {(h,v) € H x V : |jv|ly < 2} & un convesso chiuso non
vuoto di H x V.

c¢) Per un generico elemento (k,z) € H x V si individui la proiezione di (k, z) su K.

Esercizio 3. Si consideri la funzione f € L?(—, ) definita da

{ 5 sex¢€[-m,—F]U[F, 7
)

€Tr) =
/@) 1 sexe(—%,5
a) Si tracci il grafico di f.

b) Siestenda f ad una funzione periodica di periodo 2 e se ne scriva lo sviluppo in serie

di Fourier rispetto al sistema ortonormale I" = {‘/75, coskx, sinky; ke N, k# 0}.

c¢) Si utilizzi il risultato per calcolare la somma della serie

- 1
2 Gy

n=0

Esercizio 4. Posto, per z € R\ {0}, g(x) = |z|7Y/" e g(0) = 3, fornire un esempio di
successione di funzioni {g,} tali che

(1) gn(x) # g(x) per ogni z € R e per ogni n € N;
(ii) g, € L'(R) per ogni n € N;

(iii) g, converga a g uniformemente in R.
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Esercizio 1. Pern € Nex € [—1,1] si consideri la funzione f,(x) = (n+1)2"(1 — |z|).
Se ora g € L'([-1,1]),

a) discutere la misurabilita e l'integrabilita della funzione = +— f,,(x)g(z) sull’insieme
[—1,1], per ogni n € N.

b) Calcolare il limite

lim fo(z)g(x)dx

motivando per bene la risposta data.

Esercizio 2. Sia  un aperto limitato di RY e sia f un elemento di L>(£2) con || o > 0.
a) Controllare che f € LP(Q) per ogni p € [1,00).
b) Provare ora in generale che 'operatore lineare di immmersione
it L*(Q) = LP(Q), i(g)=g per g€ L>(Q),
e limitato, calcolando esplicitamente una costante di limitatezza.
c¢) Utilizzando in modo particolareggiato la definizione di limite, provare che

Tim 1y = £l

Esercizio 3. Sia X uno spazio di Hilbert rispetto alla norma || - || x indotta dal prodotto
scalare (-, -)x. Siano x, y due elementi fissati in X tali che

[tz + (1 = t)ylx = llzllx per ogni ¢ € [0, 1]. (N)

a) Controllare che l'insieme V = {tz + (1 —t)y : t € [0,1]} ¢ un chiuso convesso non
vuoto dello spazio di Hilbert X.

b) Provare che la condizione (N) implica necessariamente x = y.

c) L’asserto |(N) = x =y/| ¢ ancora vero nel caso in cui (X, | - ||x) sia uno spazio di

Banach con norma non indotta da un prodotto scalare? Dare una dimostrazione o
fornire un controesempio.

Esercizio 4. Se B ¢ la palla unitaria chiusa di R3, cio®

B = {x—(xl,mg,xg): 2| =zt +ai+ 22 < 1},

studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di funzioni

un(x) = |2[*"(1 = |2]*), 2 €B.
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Esercizio 1. Siano f(z) = max{l — |z|,0}, = € R, e g una funzione assegnata in
L®(R).

a) Studiare la convergenza q.o. in R delle successioni di funzioni
un(x) = f(x +n)g(x), wva(z) = f(nx)g(x), neN.

b) Discutere i seguenti limiti

lim [ w,(z)dz, lim [ v,(z)dz

eventualmente utilizzando teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Esercizio 2. Se Q ¢ il quadrato di R?

Q= {(x,y) € R?*: max{|z|, |y|} < 1}’

dare un esempio di sottospazio V dello spazio L'(Q) che abbia dimensione finita uguale
a 5b. Dire inoltre se il sottospazio V' che avete scelto e chiuso.

Esercizio 3. Sviluppare in serie di Fourier la funzione 27 —periodica dispari che coincide
con cosz perx € (0,7) evale 0 perz =0, rispetto al sistema ortonormale completo

{(2%)_1/2, 72 sin(nx), 7Y% cos(nz)}.

Esercizio 4. Posto, per n € Ne z € [0, +00),

1'2

fu(z) = A% nz)™

al variare di a > 0 studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di funzioni
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.. 7 nd +5
Esercizio 1. Posto «, = — {/ — arctan per n € N, calcolare
T 2 — Tn?
s
lim sin z*"dx.
n—oo 0

Esercizio 2. Se @ ¢ il quadrato di R? definito da Q = {(z,y) € R? : max{|z|, |y|} <1},
e V e l'insieme

V ={P(z,y) : P ¢ un polinomio nelle variabili x,y di grado minore o uguale a 3},
rispondere alle seguenti domande giustificando le risposte date.

a) Dire se V' & contenuto o meno in L*(Q).
b) Provare che V' ¢ un sottospazio di L'(Q).
¢) Il sottospazio V' & chiuso in L'(Q)?

)

d) Dire se il sottospazio V' ha dimensione finita e, in caso affermativo, calcolarla espli-

citamente.

Esercizio 3. Sia X l'insieme delle (classi di) funzioni f : (0,400) — R misurabili (e tra
loro uguali q.0.) tali che

FELOR) VR>0 [flx=sw [ [f(@)lds < +x.
(t,t+1)

t>0

a) Provare che X & uno spazio vettoriale e che |- || x definisce effettivamente una norma
in X.

b) Provare 'inclusione L'(0, +00) C X e mostrare che X # L'(0, +00).

c¢) Discutere la validita o meno delle inclusioni L>*(0,+00) C X e X C L*>(0,+0o0)
motivando per bene le risposte.

d) Lo spazio X ¢ uno spazio di Banach rispetto alla norma || - || x?

Esercizio 4. Fornire tre esempi di serie di potenze reali, del tipo Z an(x—mxo)", rispet-
tivamente con le seguenti caratteristiche:

a) con raggio si convergenza 1/2 e tale che converga uniformemente nell’intervallo
chiuso [1, 2];

b) con raggio di convegenza 3 e tale che non converga per z = 0;

¢) con raggio di convergenza infinito e centro nel punto xy = —5.
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Esercizio 1. Calcolare il valore del limite

1
li dxd
woe Jp, T P22

dove D,, = {(x,y) € R?: 22 4+ y* < n?}, giustificando la risposta data.

Esercizio 2. Per f € L'(R) si consideri la funzione misurabile

g(z) = / f()sintdt, x€R.
(—OO,:B)

a) Provare che g ¢ ben definita e che g € L*(R).

b) Sia ora T : L}Y(R) — L*(R) 'operatore definito da T'f = g: si chiede se T' & lineare
oppure no.

c¢) L’operatore T' & continuo? Motivare per bene la risposta.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio X = CY([—1,1]) delle funzioni continue definite
sull’intervallo chiuso [—1, 1] a valori reali, e si definisca per ogni f,g € X

(f,9)x = /1f(x)g(x) dr.

a) Si provi che (-, ) x & un prodotto scalare su X.

b) Sidica se (X, (-, -)x) € uno spazio di Hilbert, fornendo una dimostrazione o esibendo
un controesempio [Suggerimento: potrebbe essere utile considerare la successione di
funzioni {f,}nen definita da f,(x) = —1 per —1 < x < —1/n, f,(x) = nx per
lz] < 1/n, fo(x) =1per 1/n <z <1].

¢) Posto V :i={az®> + (1 —a)zr + 1, = € [-1,1] : a € R}, si dica se per ogni f € X
esiste un unico elemento u € V tale che || f —ul|x = minyey || f —v||x, dove ||| x € la
norma associata a (-, -) x, fornendo una dimostrazione o esibendo un controesempio.

d) Si dica ora se per ogni f € L?*(—1,1) esiste un unico elemento w € V tale che
|f — wl|l2 = min,ey || f — v]|2 dove || - ||2 € la norma usuale su L?*(—1,1).

Esercizio 4. Trovare 'insieme di convergenza I C R della seguente serie di funzioni

Z(l—cos£>, r € R.
n

n=1

Determinare poi eventuali sottoinsiemi di I su cui la serie converge uniformente, giustifi-
cando le risposte date.
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Esercizio 1. Sia g : (0,+00) — R misurabile e tale che 0 < g(z) < 2® per ogni x > 0.
Posto f,.(z) = g(z +n) per x € (0,1) e n € Ny, provare che

a) le funzioni f,, sono tutte integrabili in (0, 1);

b) se la serie numerica Z fn(z)dx converge, allora g ¢ integrabile in (0, +00);

n=0 ¥ (0,1)

c) se g e integrabile in (0, +00), la serie Z fn(z) converge q.o. in (0, 1) a una funzione
n=0

s(x) integrabile in (0, 1).

Esercizio 2. Per p € [1,+00) si indichi con 7 lo spazio delle successioni reali x =

o0
(71,29, ...) tali che la serie ||z||} = Z |z,|P converga. Inoltre, sia ¢*° lo spazio delle
n=1
successioni reali x = (x1, x,...) limitate, munito dell’'usuale norma ||z||« := sup|z,|. Si
n>1

consideri ’applicazione 1" definita per x € £*° da

Iy
T:x:(x17x27"‘)'_>y2<y17y27"')7 con yn:F

a) Provare che T & lineare.

b) Controllare che T' ¢ ben definita da ¢>° in ¢ se p > 1.

c) Mostrare invece che T'(£>°) ¢ (.

d) Posto ora p = 2, si chiede se l'operatore T : {*° — (* & continuo.
e) L’operatore T : £>° — (2 ¢ iniettivo? & suriettivo?

Esercizio 3. Sia F una funzione assegnata in L*(—m, 7). E possibile calcolare il valore
dei seguenti limiti

lim F(z)sin(nz)dr e lim F(z) cos(nx)dx ?
n—o0 (—’7’["7T) n—oo (_7_(_77_[_)

Dopo aver risposto a questa domanda, studiare il lim f(_w - F(x)sin ((n + %) x) dx.
n—o0o )

Esercizio 4. Discutere la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
fa(z) =sin(xz/n), x € R, come pure della successione delle derivate.
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Esercizio 1. In tutto questo esercizio sia {f,} una successione di funzioni tale che

(©)

fn = 0 q.o. in R rispetto alla misura unidimensionale di Lebesgue,
per ogni n € N f, ¢ integrabilein R e 0< f,(x) <1 per q.o. z € R.
a) Si controlli se la successione f,(z) = |sin(z/n)|, z € R, verifica le condizioni (C);

b) indicata con x 4 la funzione caratteristica di un insieme misurabile A C R, si controlli
se la successione [, (x) = (14]2]) " Xpmniz(2), € R, verifica (C) e inoltre si calcoli

lim / £.(2)dz:

n—oo R

c) fornire un esempio di successione {f,} che verifichi sia (C) che ILm fo(z)dx = 3;
n—oo R

d) notato che in generale con le sole condizioni (C) non vale il passaggio al limite
sotto il segno di integrale, proporre ulteriori condizioni sulla successione {f,} che

garantiscano che lim [ f,(z)dx = 0.
n—oo R

Esercizio 2. Sia M C L'(0,1) l'insieme costituito da tutte le (classi di) funzioni tali
che [, f(z)dz=1.

a) Provare che M ¢ un sottoinsieme chiuso e convesso di L'(0,1).

b) M contiene un elemento di norma minima? Se si, tale elemento & unico?

Motivare le risposte date.

Esercizio 3. Sviluppare in serie di Fourier la funzione g definita da

g(z) =

T se O<z<m
T—2r se m<zx <2

e 2mr—periodica rispetto al sistema ortonormale completo
{(27r)’1/2, 7 Y2sin(nzx), 7% cos(nx)}.

Scrivere poi 'identita di Parseval relativa alla funzione g e alla sua serie di Fourier.

Esercizio 4. Data la serie di potenze

e 3n
> b
— (2n)!

dare tre esempi di successioni numeriche {b,} tali che, rispettivamente,
a) la serie di potenze abbia raggio di convergenza 0;

b) la serie di potenze converga nel punto x = —2 ma non converga per x = 4;

c¢) la serie di potenze converga in tutti i punti x € N.
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Esercizio 1. Studiare la convergenza quasi ovunque della serie

n

o
> —
n arctann

n=1

nellintervallo [—1, 1]. Valutare poi la misurabilita e l'integrabilita della funzione somma
della serie in [—1, 1] o, eventualmente, in sotto-intervalli.

Esercizio 2. Si consideri lo spazio R munito dell’ordinaria misura di Lebesgue. Ogni
funzione f € L>°(R) genera un operatore M; : L*(R) — L*(R) definito da M;(g)(x) :=
f(z)g(z), z € R.

a) Verificare linearita e continuita di M.

b) Provare che || M¢|| zz2m);2m)) < || flloo Per ogni f € L(R).
c¢) Per quali f € L>(R) 'operatore M; ¢ iniettivo?
)

d) Per quali f € L*(R) l'operatore M ¢ suriettivo?

Esercizio 3. Sia K C L'(0,1) I'insieme costituito da tutte le (classi di) funzioni tali
che [, f(z)dz=1/2.

a) Provare che K ¢ un sottoinsieme chiuso e convesso di L'(0,1).

b) K contiene un elemento di norma minima? Se si, tale elemento ¢ unico?

Motivare le risposte date.

Esercizio 4. Trovare 'insieme di convergenza I C R della successione di funzioni

n3

| cos z|*
Inlz) = Z k arctan k2 €R.

Determinare poi eventuali sottoinsiemi di [ in cui la successione converge uniformemente,
giustificando le risposte date.
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Esercizio 1. Data la serie di funzioni

; 1 +n2x2

studiare la convergenza della serie in L'(1, +00).

Esercizio 2. Motivando per bene le risposte, dire se ciascuna delle seguenti N;(f),
i = 1,...4, ¢ una norma in C%*([—1,1]) e, in caso affermativo, valutare se C?*([—1,1])
risulta uno spazio di Banach rispetto a tale norma.

a) Ni(f) = [Sﬁ% |f1+1£(0)] 5

b) Nao(f) = [Sivllrf] LfT+1£(0)] ;
¢) N3(f) = s LI+ 2[F(0)[ 4+ 1/ (0)] 5

d) Na(f) = sup [+ 1A (=D )]

Esercizio 3. Sia K C L?*(—m, ) linsieme costituito da tutte le (classi di) funzioni
f € L*(—m, ) tali che f & una funzione pari (o, pilt precisamente, esiste un rappresentante
della classe che ¢ pari).

a) Provare che K & un sottoinsieme convesso e chiuso di L?(—m, 7).

b) Dato w € L*(—m, ), provare che la proiezione di w su K ¢ data da

w(z) + w(—x)
2 ;

Py (w)(z) = x € (—m,m).

c¢) Considerato il funzionale J : L?(—7,7) — R definito da

J(v) = /_7r i} ((U(:IZ‘) —sinz)? +x + 1) dx,

dire se J ammette minimi in K e, in caso affermativo, ricavarli esplicitamente.

Esercizio 4. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della serie dell’Esercizio 1
in tutto R ed eventualmente sui sottointervalli.
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Esercizio 1. Sia B un sottoinsieme misurabile di R? e sia {f,} una successione di
funzioni integrabili e non negative in B tali che f,, — f q.0. in B e

/ fo(z)dzr < 13 per ogni n € N.
B

a) Dire se f & misurabile.

b) La funzione limite f & anche integrabile in B oppure non possiamo concludere nulla
sull’integrabilita di f7

Esercizio 2. Sia X l'insieme delle funzioni f : [—1, 1] — R lipschitziane, cioeé tali che
L0 [f(5) - W < Lle—yl VYay €[-11]
a) Dire se X & uno spazio vettoriale.

b) Discutere le due inclusioni C°([—1,1]) C X e X C L'(—1,1): vere o false? e perché?

c) Posto N(f) = SUP{W

proprieta di norma di N(-) e provare che N(-) non ¢ una norma in X.

, Ty €[—1,1], x # y} per f € X, verificare le

d) Introducendo opportuni correttivi a N(-), siete in grado di definire una norma in X
rispetto alla quale X risulti completo?

Esercizio 3. Sia H uno spazio di Hilbert e siano X e Y due sottospazi di H diversi dal
sottospazio nullo e tra loro ortogonali, cioé (x,y) =0 per ogniz € X, y € Y.

a) Quale relazione sussiste tra Y e X+?
b) E vero o no che almeno uno fra X e Y deve essere chiuso?

¢) Se X e Y sono entrambi chiusi, la loro somma diretta X @& Y coincide con lo spazio
H? Caratterizzare in ogni caso l'insieme (X @ Y)*.

d) Fornire qualche esempio di sottospazi X,Y diversi dal sottospazio nullo e tra loro
ortogonali nel caso in cui H = (2.

Esercizio 4. Sia u: R — R una funzione continua e sia { f,} la successione definita per
n € N da

Fulz) = MZW, z €R.

Provare che se f,, converge uniformemente in R a una funzione f, allora necessariamente
|u(z)| <1 per ogni z € R.
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Esercizio 1. Sia {u,} una successione di funzioni misurabili convergente q.o. in R a
una funzione u. Si abbia inoltre

/ e"@de <5 per ognin € N.
R

a) Dire se u ¢ misurabile.
b) La successione {e*"} converge q.0.?

c¢) La funzione e* & integrabile in R oppure non possiamo concludere nulla sull’'integra-
bilita di e*?

Esercizio 2. Se X ¢ il sottoinsieme di R?
X ={(z,y) eR*: |zly* <1} n{(z,y) e R? : 2®|y| < 1}

provare che X e misurabile secondo Lebesgue e calcolarne la misura, sia essa finita oppure
infinita.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio di Hilbert H = L*(R) e siano ¢, ¥ : R — R due
funzioni misurabili. Posto

K={ueH: ¢<u<iy qo.inR},
si chiede di rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.

a) L’insieme K potrebbe essere vuoto? Dare condizioni su ¢ e 1 affinché K sia non
vuoto.

b) Sia ora K non vuoto. Si provi che K & un sottoinsieme convesso e chiuso di H.

c¢) Ricordare il teorema delle proiezioni e, per un elemento generico w € H, definire
esplicitamente la proiezione di w su K nel caso in cui ¢(x) = —1 e ¥(z) = 1 per
ogni r € R.

Esercizio 4. Discutere la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

{arctan(nx)l se ©#0

0 se x =0

fn(x) =

in R, come pure della successione delle derivate in R \ {0}.



ANALISI C & Complementi di Analisi Matematica di Base
Prova scritta del 28 settembre 2009

Esercizio 1. Se X ¢ il sottoinsieme di R?
X ={(z,y) eR?: |y| <16} N {(z,y) e R?: 2*|y| < 1}

provare che X e misurabile secondo Lebesgue e calcolarne la misura, sia essa finita oppure
infinita.

Esercizio 2. Sia {u,} una successione di funzioni di una variable reale, integrabili
sull’intervallo (—1,1) e tali che

—e "< / up(z)dxr < 1/n  per ogni n € N,
(7171)

a) Dire se la successione {u,} converge q.o. a una funzione u.

b) Dire se la successione {u, } converge in L'(—1,1) ad una funzione u.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio di Hilbert H = ¢2? delle successioni reali x =
(1,9, ...) tali che la serie

oo

> laal?

n=1

converga, munito dell'usuale prodotto scalare. Siano poi y = (y1,¥2,...) € 2 = (21, 22, .. .)
due successioni reali fissate e si definisca

K={z=(x1,29,...) € H: y, <z, <2z, perogniné€N}.
Si chiede di rispondere alle seguenti domande motivando opportunamente le risposte date.

a) L’insieme K potrebbe essere vuoto? Dare condizioni su y e z affinché K sia non
vuoto.

b) Sia ora K non vuoto. Si provi che K ¢ un sottoinsieme convesso e chiuso di H.

c¢) Ricordare il teorema delle proiezioni e, per un elemento generico w = (wy, wy, ...) €
H | definire esplicitamente la proiezione di w su K nel caso in cui y e z siano definite
day,=—-1/nez, =1perogninéeN,

Esercizio 4. Discutere la convergenza puntuale ed uniforme della serie di funzioni

{nx_” se x #0

R, d (1) = .
;f in ove  fu(z) 0 0
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Esercizio 1. Considerata la successione di funzioni
falz)=+vnz(1—2*)", =z€0,1, neN,
a) studiare la convergenza puntuale della successione;

b) valutare I'applicabilita o meno dei teoremi di passaggio al limite sotto il segno di
integrale: precisamente, del teorema di Beppo Levi della convergenza monotona e
del teorema di Lebesgue della convergenza dominata.

Dire poi che cosa eventualmente cambia (nelle conclusioni di a) e b)) se alla successione
{fn} si sostituisce la successione

go(z) =nz (1-2°)", =z€[0,1], neN

Esercizio 2. Si consideri il seguente sottoinsieme di L'(R)

X:={fel'R) : [,f(z)ds=0}.
a) Provare che X ¢ un sottospazio di L'(R).

b) X & chiuso oppure denso in L*(R)?

¢) Dare un esempio di funzionale L : X — R lineare continuo e suriettivo.

)
)
)
d) Posto ||f||+ = [z [T (z)dx ove, per x € R, fT(x) = max{f(x),0}, si chiede se || - ||+
definisce una norma in X oppure no.

Esercizio 3. Sia H uno spazio di Hilbert reale, con prodotto scalare (-, -), che ammette
un sistema ortonormale completo {p, },en. Fissato un elemento di u € H e posto

an = (pn,u) perogni n €N,
si chiede se

a) la successione numerica {a,} ammette limite per n — 0o?

[e.e]
b) la serie Z a, converge?

n=1

Esercizio 4. Discutere la convergenza puntuale ed uniforme della serie di funzioni

n'%23"  se x>0
2me se 1 <0

an in R, dove f,(z)=
n=1



ANALISI C & Complementi di Analisi Matematica di Base

Prova scritta del 26 febbraio 2010

Esercizio 1. Sia f: (0,+00) — R una funzione integrabile tale che f(x) > 0 per ogni

x>0e f(z)dx =5. Per o > 0 si consideri la successione di funzioni
(0,+00)

fo(z) = nsin (n‘o‘f(ac)) , x€(0,400), neN.

a) Provare l'integrabilita delle funzioni f, per ogni n € N.

b) Calcolare, in dipendenza del parametro reale positivo «, il limite lim fulz)dz
n—o0
giustificando le risposte date. [Suggerimento: cominciare dal caso o = 1].

Esercizio 2. Studiare linearita, continuita, norma, iniettivita, suriettivita o immagine
dell’operatore

T:L*R) — L*(R), T(f)(z):=max{0,ze *}f(x) perz € R.

Esercizio 3. Nello spazio di Hilbert X = L?(—m,7) si consideri il sistema ortonormale

completo S = {\/757 coskz, sinky; k€N, k # O} rispetto al prodotto scalare definito

da (f,9)x == 7T_1/ f(z)g(z)dz, f,g € X. La funzione u : (—m, 7) — R definita da
(_W’W)
—x—m sex € (—m0)
u(z)=4¢ 0 sex = —m, 0,7

T—x  sex € (0,m)
a) € misurabile? ¢ integrabile? appartiene a X7 sta anche in altri spazi LP(—m,7)?

b) Sviluppare la funzione w in serie di Fourier rispetto al sistema S.

[e.e]

c¢) Utilizzare il risultato trovato per calcolare la somma della serie Z —-
n

n=1

Esercizio 4. Studiare la serie di potenze reale

o0

> (n-2)2r+1"", zeR,

n=1
e in particolare determinare centro z( e raggio di convergenza p. Studiare poi il compor-
tamento della serie nei punti x = xg & p.



ANALISI C & Complementi di Analisi Matematica di Base
Prova scritta del 2 luglio 2010

Esercizio 1. Costruire un esempio di operatore lineare e continuo 7" : /* — (> tale che
la sua norma sia esattamente uguale a 2.

Esercizio 2. Si consideri il seguente sottoinsieme dello spazio H = R3
X ={u=(u,ug,uz) € H: w3 >0, =1 <uy <1, ug=0}.
a) X e un sottospazio di H?
b) X & chiuso in H?

c) Esiste ed ¢ unica la proiezione dell’elemento (—1,2,1) su X ? Se la risposta &
affermativa, calcolare detta proiezione.

Esercizio 3. Sia f:R — R una funzione integrabile tale che f(z) > 0 per ogni x € R
e / f(z)dz = 3. Per a > 0 si consideri la successione di funzioni
R
f(z)

fn(x):naarctanT, reR, neN.

a) Provare l'integrabilita delle funzioni f, per ogni n € N.

b) Calcolare, in dipendenza del parametro reale positivo «, il limite lim [ f,(x)dx
n—oo
R

giustificando le risposte date. [Suggerimento: cominciare dal caso a = 1].

Esercizio 4. Studiare la serie di potenze reale

— 1
Z n_3(3m+2)5”+1, r € R,

n=>5

e in particolare determinare centro xz( e raggio di convergenza p. Studiare poi il compor-
tamento della serie nei punti x = xy + p.



ANALISI C & Complementi di Analisi Matematica di Base
Prova scritta del 29 settembre 2010

Esercizio 1. Sia f : R — R una funzione continua e non negativa tale che f(—m/2) = 2,
f(0)=1e f(r/2) = m. Calcolare, motivando adeguatamente la risposta data, il

lim 1 f ( arctan g) dz.

n—o0 0

Esercizio 2. Sia X linsieme delle (classi di) funzioni f : (0,1) — R misurabili (e tra
loro uguali q.0.) tali che

1
/(O M@ < too

a) X ¢ un sottoinsieme di L?(0,1)? E l'inclusione L?*(0,1) C X vale oppure no?
b) L’insieme X ha una struttura di spazio vettoriale?

c) Posto
(fog)x = / Li@ygla)de ¥ frg€ X,
©

1)

controllare che (-, -)x € un prodotto scalare in X.

d) Dimostrare che X ¢ completo, cioe che X ¢ uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto
scalare di cui sopra.

e) Provare la validita o meno delle inclusioni L>*(0,1) C X e X C L*(0,1).

Esercizio 3. Costruire un operatore lineare e continuo 7' : R? — R3 tale che T'(1,0) =
(2,0,—4) e T(0,1) = (—1,5,0). Una volta che avete scritto per bene l'operatore, vi si
chiede di calcolarne la norma.

Esercizio 4. Posto .
2 se |z| <n
fulz) =3 n—lz| ,
0 se |z|>n
o0

discutere la convergenza puntuale ed uniforme della serie di funzioni Z fn in R.

n=1



ANALISI C
Prova scritta del 14 dicembre 2010

Esercizio 1. Sia f : R — R una funzione continua, non negativa e integrabile in R .
Calcolare, motivando adeguatamente la risposta data, il

lim f(3z + 2n)dx.
n=00 J(0,1000)

Esercizio 2. Per g € L'(0,+00) si consideri la successione y = (y,,) definita da
yn:/ g(t)sintdt, n e N.
[(n=1)m,nn]

a) Provare che y ¢ ben definita e che y € 1.

b) Siaora T : L'(0,+00) — ¢! T'operatore definito da T'g = y: si chiede se T ¢ lineare
oppure no.

c) L’operatore T' ¢ continuo? Motivare per bene la risposta.

d) (facoltativo) Studiare iniettivita e suriettivita dell’operatore T'.

Esercizio 3. Nello spazio di Hilbert H = L?*(—1, 1) si considerino i due sottoinsiemi

X = {asin(rz) + bz : a,b € R},

Y = {u € H : wu ¢ una funzione pari e f(_Ll)u(x)dx = O} :
a) X e Y sono ben definiti? risultano sottospazi di H? sono chiusi?

b) Scrivere esplicitamente una funzione v € L*(—1, 1) diversa dall’elemento nullo di H
che appartenga a X+, ortogonale di X.

c) Scrivere esplicitamente una funzione w € L*(—1,1) diversa dall’elemento nullo di
H che appartenga all’ortogonale Y.

d) Sapete dire quale relazione sussiste tra X e Y+ ? etraY e X+ ?



