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Esercizio 1. Sia S = {(x, y, z) ∈ R
3 | (x6 + y4 + 1)2 − z2 = 0}, e sia φ : R

2 → R
3

la funzione definita da

φ(u, v) = (u, v, u6 + v4 + 1).

1. Mostrare che S è una superficie regolare.

2. Mostrare che φ è una parametrizzazione locale di S.

3. Dire se S è connessa.

4. Calcolare la curvatura gaussiana di S in ogni punto di φ(R2).

5. Mostrare che l’applicazione f : S → S data da f(x, y, z) = (x, y,−z) è
un’isometria di S in sé.

6. Calcolare la curvatura gaussiana di S in (0, 0,−1).

Esercizio 2. Sia σ : (a, b) → R
3 una curva parametrizzata per lunghezza d’arco.

Supponiamo che esistano un punto p ∈ R
3 e una funzione f : (a, b) → R tali che

σ(s) − p = f(s)σ′(s) ∀s ∈ (a, b).

Mostrare che f ∈ C∞(a, b) e che il supporto di σ è contenuto in una retta per p.

Esercizio 3. Dire quali tra questi spazi topologici sono tra loro omotopicamente
equivalenti.

1. R
3 − {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1};

2. R
2 − {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1};

3. R
3 − {(x, y, z) | x = y = 0}

4. R
3 − {(x, y, z) | x = 0}

5. R
3 − {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1}.


