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Proposizione 6.4

∀ y ∈ L esistono unici aλ ∈ A (∀λ ∈ Λ) quasi tutti 0 tali che
y =

∑
λ∈Λ aλyλ. Dunque se esiste f come richiesto deve essere

f (y) = f
(∑
λ∈Λ

aλyλ

)
=
∑
λ∈Λ

aλf (yλ) =
∑
λ∈Λ

aλxλ.

Viceversa, definendo f (y) :=
∑

λ∈Λ aλxλ ∀ y ∈ L come sopra,
f risulta A-lineare (esercizio).

f è suriettiva se e solo se 〈xλ : λ ∈ Λ〉A = M perché

im(f ) = f (〈yλ : λ ∈ Λ〉A) = 〈f (yλ) : λ ∈ Λ〉A = 〈xλ : λ ∈ Λ〉A.

f è iniettiva se e solo se {xλ : λ ∈ Λ} è linearmente indipendente e
xλ 6= xµ se λ 6= µ perché

ker(f ) = {y ∈ L : f (y) = 0} = {y =
∑
λ∈Λ

aλyλ ∈ L :
∑
λ∈Λ

aλxλ = 0}.
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f è iniettiva se e solo se {xλ : λ ∈ Λ} è linearmente indipendente e
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Proposizione 6.8

U =
⋃

λ∈Λ Uλ è linearmente indipendente perché,
dati x1, . . . , xn ∈ U distinti e a1, . . . , an ∈ A tali che

∑n
i=1 aixi = 0,

∀ i = 1, . . . , n esiste λi ∈ Λ tale che xi ∈ Uλi
.

Poiché {Uλ : λ ∈ Λ} è una catena, esiste j ∈ {1, . . . , n} tale che

Uλ1 , . . . ,Uλn ⊆ Uλj
.

Dunque x1, . . . , xn ∈ Uλj
e pertanto a1 = · · · = an = 0 per

l’indipendenza lineare di Uλj
.
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Osservazione 7.3

Per il teorema di omomorfismo per moduli esiste unico g tale che

M
g //

q

��

N

p

��
M/IM

g
// N/IN

commuta (cioè p ◦ g = g ◦ q) perché IM ⊆ ker(p ◦ g) = g−1(IN).

g suriettivo =⇒ p ◦ g suriettivo =⇒ g suriettivo.

g isomorfismo =⇒ g iniettivo (quindi isomorfismo):
g iniettivo ⇐⇒ IM = ker(p ◦ g) = g−1(IN) ⇐⇒ g−1(IN) ⊆ IM;
x ∈ g−1(IN) (cioè g(x) ∈ IN) =⇒ esistono a1, . . . , an ∈ I e
y1, . . . , yn ∈ N tali che g(x) =

∑n
i=1 aiyi ;

g suriettivo =⇒ esiste xi ∈ M tale che yi = g(xi ) ∀ i = 1, . . . , n;
dunque g(x) =

∑n
i=1 aiyi =

∑n
i=1 aig(xi ) = g(

∑n
i=1 aixi );

g iniettivo =⇒ x =
∑n

i=1 aixi ∈ IM.
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