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Esercizio

Siano I , J due ideali sinistri e P un ideale di un anello A. Siano
inoltre M un A-modulo e M ′ un sottomodulo di M. Dimostrare:

1. I (M/M ′) = (IM + M ′)/M ′;

2. P(A/J) = (P + J)/J;

3. P i (A/P j) = Pmin{i ,j}/P j ∀ i , j ∈ N.

1. y ∈ I (M/M ′) =⇒ ∃ a1, . . . , an ∈ I , x1, . . . , xn ∈ M tali che
y =

∑n
i=1 aixi =

∑n
i=1 aixi ∈ (IM + M ′)/M ′

perché
∑n

i=1 aixi ∈ IM ⊆ IM + M ′.

z ∈ (IM + M ′)/M ′ (con z ∈ IM + M ′) =⇒ ∃ a1, . . . , an ∈ I ,
x1, . . . , xn ∈ M, x ′ ∈ M ′ tali che z =

∑n
i=1 aixi + x ′ =⇒

z =
∑n

i=1 aixi =
∑n

i=1 aixi ∈ I (M/M ′).

2. Per il punto precedente (dato che PA = P perché P è un
ideale) P(A/J) = (PA + J)/J = (P + J)/J.

3. Per il punto precedente (dato che P i ⊆ P j se i ≥ j e P j ⊆ P i

se j ≥ i) P i (A/P j) = (P i + P j)/P j = Pmin{i ,j}/P j .
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∑n

i=1 aixi ∈ IM ⊆ IM + M ′.

z ∈ (IM + M ′)/M ′ (con z ∈ IM + M ′) =⇒ ∃ a1, . . . , an ∈ I ,
x1, . . . , xn ∈ M, x ′ ∈ M ′ tali che z =

∑n
i=1 aixi + x ′ =⇒

z =
∑n

i=1 aixi =
∑n

i=1 aixi ∈ I (M/M ′).

2. Per il punto precedente (dato che PA = P perché P è un
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