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Esercizio

G non abeliano, n:= #G < 60 = G non semplice.
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n = p* (p primo, k >2) = G non semplice (gia visto).

n divisibile per 3 primi distinti p, g e r = n = pgr (se no
n>2pqgr>2-2-3-5=60) = G non semplice (gia visto).
Resta il caso n = p'¢/ con p, g primi distinti e i,j > 0.
i,j>2 = i=j=2(senon>2p°q>>2-22.32=72)
= n=22.32=236 (se no n>22.52=100) = un
3-Sylow ha indice 4 in G = G non semplice (gia visto).
Posso supporre j = 1.

i=1loi=2 = G non semplice (gia visto).

g <3 = un p-Sylow ha indice203in G = G non
semplice (gia visto).

Resta il caso n=p'qconi>2eq>5 = p' <60/5=12
— p=2,i=3 = g<60/22<8 = gq=50q=7
= n=23.5=400n=2%.7="56.

n=40 — s5 =1 (perché ss=1 mod5es;|8) = G

non semplice.
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Gruppi di ordine 56

#G =56 = s;=1 mod7es;|8 = ss=1(= G non
semplice) 0 s7 =8 =

T:={ae G :ord(a) =7}
tale che #T =s;(7—1) =8 -6 = 48.

H2-Sylowdi G = HC G\ T,#H=8=#(G\T) =
H=G\T = s =1 = G non semplice.
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Richiamisu S, e A,

>

#Sp = nl, S, = ({2-cicli}).

e: Sp = {£1} = G omomorfismo (suriettivo se n > 2) tale

che e(0) = (—1)™! se o & un m-ciclo.

Ap = ker(e) < Sy, #A,=nl/2¥n>2, A, = ({3-cicli}).

Az = {1a (17 2, 3)7 (13 3, 2)} e 53 \ Az = {(17 2)7 (1’ 3)a (27 3)}

» Gli unici sottogruppi non banali di S3 sono A3 (normale) e
((1,2)), ((1,3)), ((2,3)) (non normali).

> Ay = V4 [[{3-cicli} e Sa\ Ag = {2-cicli} [ [{4-cicli} con

v

vy

C2 =V = {1,(1,2)(3,4), (1,3)(2, 4), (1,4)(2,3)} < Ss

(= VA4 A,), #{3-cicli} =8, #{2-cicli} = #{4-cicli} = 6.
» Gli unici sottogruppi normali non banali di S4 sono Vj e Ay:
H<Sy = #H |24 e H & unione di classi di coniugio —
#H=1+3a+8b+6¢c+6dcona,b,cdec{0l} =
a=lec=d=0sel<#H <24
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Il coniugio in A,

Osservazione

H K< Gtaliche [G:K]=2e HZ K = [H:HNK]=2:
K1G = HK< G = [G: HK] < [G: K] =2 (perché

K C HK) = HK = G = per il secondo teorema di
isomorfismo H/(HN K) = (HK)/K = G/K = G,.

Vo € Ap, dato che Cx, (o) = Cs,(0) N Ap, si ha

{cma) = Cs,(0) se Cs,(0) C An
[Cs,(0) : Ca(0)] =2 se Cs, (o) L An,

da cui segue (ricordando che #[o]¢ =[G : Cg(0)] per G = S, 0
G = A,, e tenendo conto che [0]a, C [o]s,)

{#[U]An = gl = s = e e g (0) A,
[U]An = [U]Sn se CSH(U) Z AI‘I'
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Il coniugio in A

> oeVy\{l} = [0]54 = Vi \{1l} = #[0154 = 3 dispari
— [o]a, = [o]s, = Va \ {1}.

» o 3-ciclo = [o]s, = {3-cicli} =

24
8 = #[ols, = [S4 : Cs,(0)] = m

— #C54(O‘) =3 = C54(O') = <U> CA —
#|ola, = #[ols,/2 = 4 (i 3-cicli formano dunque 2 classi di
coniugio in Ag).

» L'unico sottogruppo normale non banale di As & V4 (dunque
BH < A4 tale che #H = 6, anche se 6 | 12 = #A,):
H<As = #H |12 e H & unione di classi di coniugio —>
#H=1+3a+4b+4ccon a,b,ce {0,1} — a=1e
b=c=0sel<#H <12

Osservazione
C54((172)(374)) =V H{(17 2)’ (374)7 (1a 3, 2a4)7 (1745 2, 3)} €
o€ Vu\{1l} = Ca,(0) = V4 (esercizio).



Semplicita di A,

Proposizione
n>5, {1} # HxA, = H contiene un 3-ciclo.

Teorema
A, é semplice V.n > 5.

Dimostrazione.

{1} # H< A, = per la Proposizione 30 = (a,b,c) € H.
n>5 = 37 =(d,e) € Cs,(0) (con a, b, c,d, e distinti) =
Csn(U) Z A, =

[0]a, = [o]s, = {3-cicli} C Ha A,
> An = <{3—C|C|I}> < H< An — H= An- ]

Corollario
As é semplice e #As = 60.
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Sottogruppi normali di S,

Corollario
A, é l'unico sottogruppo normale non banale di S, ¥ n > b.

Dimostrazione.

> HaS, = H :=HNA,<A, = H ={1} o H =A,.

> HCA, = H=H = H={l}oH=A,

> HZ Ay, = [H:H]=2 = #H=20H=S5,.

» Per assurdo #H =2 = H ={1,7} (con 7 € 5, \ Ap)
= or0 '=7Vo€S, = 7¢&Z(S,), assurdo perché
Z(S5,) ={1} (Vn >3).
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