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Esercizio

G non abeliano, n := #G < 60 =⇒ G non semplice.
I n = pk (p primo, k > 2) =⇒ G non semplice (già visto).
I n divisibile per 3 primi distinti p, q e r =⇒ n = pqr (se no

n ≥ 2pqr ≥ 2 · 2 · 3 · 5 = 60) =⇒ G non semplice (già visto).
I Resta il caso n = piqj con p, q primi distinti e i , j > 0.
I i , j ≥ 2 =⇒ i = j = 2 (se no n ≥ 2p2q2 ≥ 2 · 22 · 32 = 72)

=⇒ n = 22 · 32 = 36 (se no n ≥ 22 · 52 = 100) =⇒ un
3-Sylow ha indice 4 in G =⇒ G non semplice (già visto).

I Posso supporre j = 1.
I i = 1 o i = 2 =⇒ G non semplice (già visto).
I q ≤ 3 =⇒ un p-Sylow ha indice 2 o 3 in G =⇒ G non

semplice (già visto).
I Resta il caso n = piq con i > 2 e q ≥ 5 =⇒ pi < 60/5 = 12

=⇒ p = 2, i = 3 =⇒ q < 60/23 < 8 =⇒ q = 5 o q = 7
=⇒ n = 23 · 5 = 40 o n = 23 · 7 = 56.

I n = 40 =⇒ s5 = 1 (perché s5 ≡ 1 mod 5 e s5 | 8) =⇒ G
non semplice.
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Gruppi di ordine 56

#G = 56 =⇒ s7 ≡ 1 mod 7 e s7 | 8 =⇒ s7 = 1 ( =⇒ G non
semplice) o s7 = 8 =⇒

T := {a ∈ G : ord(a) = 7}

tale che #T = s7(7− 1) = 8 · 6 = 48.
H 2-Sylow di G =⇒ H ⊆ G \ T , #H = 8 = #(G \ T ) =⇒
H = G \ T =⇒ s2 = 1 =⇒ G non semplice.
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Richiami su Sn e An

I #Sn = n!, Sn = 〈{2-cicli}〉.
I ε : Sn → {±1} ∼= C2 omomorfismo (suriettivo se n ≥ 2) tale

che ε(σ) = (−1)m−1 se σ è un m-ciclo.

I An := ker(ε) / Sn, #An = n!/2 ∀ n ≥ 2, An = 〈{3-cicli}〉.
I A3 = {1, (1, 2, 3), (1, 3, 2)} e S3 \ A3 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}.
I Gli unici sottogruppi non banali di S3 sono A3 (normale) e
〈(1, 2)〉, 〈(1, 3)〉, 〈(2, 3)〉 (non normali).

I A4 = V4
∐
{3-cicli} e S4 \ A4 = {2-cicli}

∐
{4-cicli} con

C 2
2
∼= V4 := {1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} / S4

( =⇒ V 4 / A4), #{3-cicli} = 8, #{2-cicli} = #{4-cicli} = 6.

I Gli unici sottogruppi normali non banali di S4 sono V4 e A4:
H / S4 =⇒ #H | 24 e H è unione di classi di coniugio =⇒
#H = 1 + 3a + 8b + 6c + 6d con a, b, c , d ∈ {0, 1} =⇒
a = 1 e c = d = 0 se 1 < #H < 24.
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Il coniugio in An

Osservazione
H,K < G tali che [G : K ] = 2 e H 6⊆ K =⇒ [H : H ∩ K ] = 2:
K / G =⇒ HK < G =⇒ [G : HK ] < [G : K ] = 2 (perché
K ( HK ) =⇒ HK = G =⇒ per il secondo teorema di
isomorfismo H/(H ∩ K ) ∼= (HK )/K = G/K ∼= C2.

∀σ ∈ An, dato che CAn(σ) = CSn(σ) ∩ An, si ha{
CAn(σ) = CSn(σ) se CSn(σ) ⊆ An

[CSn(σ) : CAn(σ)] = 2 se CSn(σ) 6⊆ An,

da cui segue (ricordando che #[σ]G = [G : CG (σ)] per G = Sn o
G = An, e tenendo conto che [σ]An ⊆ [σ]Sn){

#[σ]An = #An

#CAn (σ) = #Sn
2#CSn (σ) =

#[σ]Sn
2 se CSn(σ) ⊆ An

[σ]An = [σ]Sn se CSn(σ) 6⊆ An.
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Il coniugio in A4

I σ ∈ V4 \ {1} =⇒ [σ]S4 = V4 \ {1} =⇒ #[σ]S4 = 3 dispari
=⇒ [σ]A4 = [σ]S4 = V4 \ {1}.

I σ 3-ciclo =⇒ [σ]S4 = {3-cicli} =⇒

8 = #[σ]S4 = [S4 : CS4(σ)] =
24

#CS4(σ)

=⇒ #CS4(σ) = 3 =⇒ CS4(σ) = 〈σ〉 ⊂ A4 =⇒
#[σ]A4 = #[σ]S4/2 = 4 (i 3-cicli formano dunque 2 classi di
coniugio in A4).

I L’unico sottogruppo normale non banale di A4 è V4 (dunque
@H < A4 tale che #H = 6, anche se 6 | 12 = #A4):
H / A4 =⇒ #H | 12 e H è unione di classi di coniugio =⇒
#H = 1 + 3a + 4b + 4c con a, b, c ∈ {0, 1} =⇒ a = 1 e
b = c = 0 se 1 < #H < 12.

Osservazione
CS4((1, 2)(3, 4)) = V4

∐
{(1, 2), (3, 4), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3)} e

σ ∈ V4 \ {1} =⇒ CA4(σ) = V4 (esercizio).
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Semplicità di An

Proposizione

n ≥ 5, {1} 6= H / An =⇒ H contiene un 3-ciclo.

Teorema
An è semplice ∀ n ≥ 5.

Dimostrazione.
{1} 6= H / An =⇒ per la Proposizione ∃σ = (a, b, c) ∈ H.
n ≥ 5 =⇒ ∃ τ = (d , e) ∈ CSn(σ) (con a, b, c , d , e distinti) =⇒
CSn(σ) 6⊆ An =⇒

[σ]An = [σ]Sn = {3-cicli} ⊆ H / An

=⇒ An = 〈{3-cicli}〉 < H < An =⇒ H = An.

Corollario
A5 è semplice e #A5 = 60.
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Sottogruppi normali di Sn

Corollario
An è l’unico sottogruppo normale non banale di Sn ∀ n ≥ 5.

Dimostrazione.
I H / Sn =⇒ H ′ := H ∩ An / An =⇒ H ′ = {1} o H ′ = An.

I H ⊆ An =⇒ H = H ′ =⇒ H = {1} o H = An.

I H 6⊆ An =⇒ [H : H ′] = 2 =⇒ #H = 2 o H = Sn.

I Per assurdo #H = 2 =⇒ H = {1, τ} (con τ ∈ Sn \ An)
=⇒ στσ−1 = τ ∀σ ∈ Sn =⇒ τ ∈ Z (Sn), assurdo perché
Z (Sn) = {1} (∀ n ≥ 3).
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