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Campo fisso di un gruppo di automorfismi

G gruppo, X G -insieme =⇒

XG := {x ∈ X : gx = x ∀ g ∈ G} ⊆ X .

L campo, G < G(L) =⇒

LG = {α ∈ L : σ(α) = α ∀σ ∈ G} ⊆ L

sottocampo (detto campo fisso di G ).

Teorema (Artin)

L campo, G < G(L) finito =⇒ [L : LG ] ≤ #G .

Dimostrazione (inizio).

#G = m, G = {σ1 = idL, . . . , σm}.
Dati α1, . . . , αn ∈ L distinti con n > m, basta dimostrare che
{α1, . . . , αn} è linearmente dipendente su LG .

vj := (σ1(αj), . . . , σm(αj)) ∈ Lm (per j = 1, . . . , n) distinti.
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Dimostrazione (fine)

{v1, . . . , vn} linearmente dipendente su L (perché n > m) =⇒

W := {(β1, . . . , βn) ∈ Ln :
n∑

j=1

βjvj = 0}

L-sottospazio vettoriale non nullo di Ln.

σ ∈ G , (β1, . . . , βn) ∈W =⇒ (σ(β1), . . . , σ(βn)) ∈W :
(β1, . . . , βn) ∈W ⇐⇒

∑n
j=1 βjσi (αj) = 0 ∀ i = 1, . . . ,m =⇒∑n

j=1 σ(βj)(σ ◦ σi )(αj) = 0 ∀ i = 1, . . . ,m ⇐⇒
(σ(β1), . . . , σ(βn)) ∈W perché {σ ◦ σ1, . . . , σ ◦ σm} = G .

(γ1, . . . , γn) ∈W \ {0} ( =⇒ ∃ j0 ∈ {1, . . . , n} tale che γj0 6= 0 e
posso supporre γj0 = 1) con il minimo numero di componenti 6= 0.

σ ∈ G =⇒ δj := γj − σ(γj) tali che (δ1, . . . , δn) ∈W e δj = 0 se
γj = 0 o j = j0 =⇒ (δ1, . . . , δn) = 0 per l’ipotesi su (γ1, . . . , γn)
=⇒ γj = σ(γj) ∈ LG (per j = 1, . . . , n) tali che

∑n
j=1 γjαj = 0

perché
∑n

j=1 γjσi (αj) = 0 ∀ i = 1, . . . ,m e σ1 = idL.
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Corrispondenza tra sottocampi e sottogruppi

L campo =⇒ le funzioni

φ : {K : K ⊆ L sottocampo} → {G : G < G(L)} K 7→ GK (L)

ψ : {G : G < G(L)} → {K : K ⊆ L sottocampo} G 7→ LG

soddifano le seguenti proprietà:

i K ′ ⊆ K ⊆ L sottocampi =⇒ φ(K ) ⊆ φ(K ′) (cioè
GK (L) < GK ′(L));

ii G ′ < G < G(L) =⇒ ψ(G ) ⊆ ψ(G ′) (cioè LG ⊆ LG
′
);

iii K ⊆ L sottocampo =⇒ K ⊆ ψ(φ(K )) (cioè K ⊆ LGK (L));

iv G < G(L) =⇒ G ⊆ φ(ψ(G )) (cioè G < GLG (L)).

Segue formalmente che valgono queste ulteriori proprietà:

v K ⊆ L sottocampo =⇒ φ(K ) = φ(ψ(φ(K ))) (cioè
GK (L) = GLGK (L)(L)) perché φ(K ) ⊆ φ(ψ(φ(K ))) per iv e
K ⊆ ψ(φ(K )) per iii, quindi φ(ψ(φ(K ))) ⊆ φ(K ) per i;

vi G < G(L) =⇒ ψ(G ) = ψ(φ(ψ(G ))) (cioè LG = LGLG
(L)).
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Corrispondenza nel caso finito

Da v e vi segue anche che φ|im(ψ) : im(ψ)→ im(φ) è biunivoca con

inversa ψ|im(φ) : im(φ)→ im(ψ), dove im(ψ) = {LG : G < G(L)}
e im(φ) = {GK (L) : K ⊆ L sottocampo}.
Teorema

1. G < G(L) finito =⇒ [L : LG ] = #G , LG ⊆ L di Galois e
G = GLG (L).

2. K ⊆ L estensione finita =⇒ #GK (L) ≤ [L : K ] e vale
l’uguaglianza ⇐⇒ K ⊆ L di Galois ⇐⇒ K = LGK (L).

Corollario

{K : K ⊆ L di Galois} → {G : G < G(L) finito} K 7→ GK (L)

{G : G < G(L) finito} → {K : K ⊆ L di Galois} G 7→ LG

sono funzioni biunivoche una l’inversa dell’altra e che invertono le
inclusioni. Inoltre K ⊆ L di Galois =⇒ #GK (L) = [L : K ].
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Dimostrazione del Teorema

Sappiamo già che:

1’ G < G(L) finito =⇒ [L : LG ] ≤ #G ;

2’ K ⊆ L estensione finita =⇒ #GK (L) ≤ [L : K ] e vale
l’uguaglianza ⇐⇒ K ⊆ L di Galois.

1. Per 1’ [L : LG ] ≤ #G <∞.
Per iv G < GLG (L), e quindi #G ≤ #GLG (L).
Per 2’ #GLG (L) ≤ [L : LG ].
Dunque [L : LG ] = #G = #GLG (L) (per cui G = GLG (L)) e,
ancora per 2’, LG ⊆ L di Galois.

2. Per iii K ⊆ LGK (L).
Per 2’ #GK (L) ≤ [L : K ] <∞.
Per 1 LGK (L) ⊆ L di Galois e [L : LGK (L)] = #GK (L).
Dunque, se K = LGK (L), allora K ⊆ L è di Galois.
Viceversa, se K ⊆ L è di Galois, allora, sempre per 2’,
[L : K ] = #GK (L) = [L : LGK (L)], da cui segue K = LGK (L).
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