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Esercizio 1. Sia A C R?, esia f: A — R data da

f(x,y) = 22% log(xy) + 3.

Determinare il dominio A di f e stabilire se f & continua, differenziabile, C! in A. Calcolare il gradiente
di f nei punti di A in cui é definito e calcolare 1’equazione del piano tangente al grafico di f nel punto
(1,1, f(1,1)). Calcolare la derivata direzionale di f nel punto (1,1) nella direzione v = (—/3/2,1/2).

Esercizio 2. Stabilire per quali a € R la seguente funzione

shye®> 442
o - {00

0 altrimenti.

¢ continua e per quali ¢ differenziabile in (0, 0).

Esercizio 3. (Prescritto d’esame 16 Giugno 2022).
Dire per quali esponenti del parametro o > 0 la funzione definita da

P 12 T 3
’ 0 altrimenti.

¢ continua ma non differenziabile in tutto R2.

Esercizio 4. Sia f: Q C R® — R™ una funzione di classe C! e v : @ — R™ una funzione continua tale che

[lo(x)]] = 1 per ogni « € Q. Mostrare che & continua anche la funzione
of
D,:Q —R™ Dy(z)= .
(@) = gt (@)

Esercizio 5. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false.

e Sia Q= {(z,y) €R*:2 >0,y >0} e f:Q— R una funzione a valori reali. Sia poi
P :Ryo x (0,7/2) — Q la mappa di passaggio a coordinate polari, ossia P(p,8) = (pcos(d), psin(6)).
Definiamo f (p,0) = foP(p,8), e supponiamo che f abbia derivate parziali di classe C'. Allora anche
f & di classe C*.

e Se f:R™ = R" ¢ di classe C'' ed ¢ biunivoca con inversa di classe C! allora

lim /(2] = +oc.
Tr— o0



e se f:R" — R™ ¢ di classe C! allora per ogni £ € R" esiste un intorno U, in cui la funzione f ¢é
lipschitziana.

e se f:R"” = R" ¢ di classe C! ed & biunivoca con inversa di classe C, allora per ogni £ € R” la
Jacobiana Jg f é invertibile.

e Siano P e Q, due polinomi definiti su R? a valori reali di grado rispettivamente k e r. Allora se
k > 7 >0 e se idue polinomi sono a coefficienti non negativi necessariamente vale

lim Pi(z)
z—o0 Q. (x)

:+OO

e Siano Py e ), due polinomi come al punto precedente con k > r > 0. Supponiamo inoltre che siano
entrambi omogenei (ossia tutti i monomi di cui sono composti P e @, hanno rispettivamente grado k

e ), allora
Py ()

2 Q)

Esercizio 6. Scrivere il polinomio di McLaurin di ordine 2 delle seguenti funzioni:
329 + x1 sin(zy) per € R?;,  z1x5exp(z3) per & € R?;

z1(z2 + cos(z122)) per © € R2; x% — Iy 4 z120x3 per x € R3.

Esercizio 7. Verificare la validita delle seguenti regole di calcolo:

:r(f g) = (0, f)g + 0,9 se f:R" — R™, g:R" - R™;
0x,(fg) = (0z,f)g + Oz, 9 se f:R" = R, g:R" = R™;
9(fg) = (0uf)g + [Oug se f:R" =R, g:R" = R™;

Ou(f-g) = (0uf)g + fOug se f:R" = R™, g:R" — R™;
grad(x'Ax) = (A + Az, se x € R™, A e M,[R);

grad(|z|) = | K se x € R™\ {0}.

%(A(t) : B(t)) = A'(t)- B(t) + A(t) - B'(t) se A: R — M, (R), B:R — My,(R)

Esercizio 8. Applicare quanto visto nell’esercizio precedente per calcolare le seguenti funzioni di R? in R o
in R3.
grad|Az|? con A € M3(R); grad(exp(|z|));
0

3 —(z1v), con u,w versori ortogonali di R®
u

(grad|z|?), con u versore di R3.

ou



Esercizio 9. Detta S la semiretta di R? descritta dalle condizioni x5 = 0 e 27 > 0, e posto 2 = R?\ S,
consideriamo la funzione f : 2 — R definita come segue:

@) = ﬁsex1>0ez2>0;
1 altrove.

Mostrare che f ¢ di classe C! in 2, e che le sue derivate sono limitate.
Mostrare che ciononostante f non é lipschitziana.

Esercizio 10. e Costruire una funzione f : R — R di classe C! tale che f(z) =1 per ogni x € [-1,1] e
f(z) =0 per ogni x & [-2,2].

e Costruire una funzione f : R? — R di classe C* tale che f(z) =1su B1(0) == {z: ||z| <1} e f(z) =0
per ogni x di (B2(0)) = {z : ||lz| > 2}.

Esercizio 11. e Dare un esempio di funzione f : R? — R che sia derivabile parzialmente in ogni punto,
ma che non sia differenziabile nei punti (0,0) e (0, 1).

e Dare un esempio di funzione f : R? — R che sia derivabile parzialmente in ogni punto, ma che non sia
differenziabile in nessuno dei punti di tipo (0,n) : n € N.



