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Capitolo 1

ESEMPI INTRODUTTIVI

Le equazioni differenziali costituiscono uno degli struttigpiu utilizzati nella fase di modelliz-
zazione matematica quantitativa di un ‘fenomenao’, intesbsenso ampio del termine: fenomeni
fisico-naturali (come la dinamica di un sistema meccaniaovdriazione spaziale del potenziale
corrispondente a una data distribuzione di cariche o liexiohe nel tempo di una popolazione, .. .),
fenomeni economico-sociali (dinamica di grandezze maxmeemiche come produzione, capitale e
lavoro in un sistema economico, ...), ecc.

In questo capitolo presentiamo alcuni esempi, tratti daesindifferenti, con lo scopo sia di
mettere in luce I'importanza delle equazioni differenzialfase modellistica, sia di illustrare le
peculiarita rilevanti delle varie tipologie di equazidfineari, non lineari, autonome, ...) e i primi
concetti basilari.

1.1 MODELLI DI CRESCITA PER UNA SINGOLA POPOLAZIONE

Si consideri una ‘popolazione’, intesa in senso lato: uri@ggrato di entita di qualunque genere
(batteri, esseri umani, nuclei radioattivi, .. .) la cui s@tenza complessiva varia nel tempo. Suppo-
niamo di poter misurare quantitativamente la popolaziomaodo ‘continuo’ (la variazione di una
singola unita sia trascurabile sul totale della popolagjo

Sez(t) misura I'entita della popolazione all'istante di tempd valore

40

x(t)

e il tasso divariaziondi z: esso dala rapidita di variazionexdrispetto al tempo rapportata al totale
della popolazione (cioe ‘per unita di popolazione’). Wiazione che, come vedremo fra poco, si
verifica in numerosi casi € quella in cui il tasso di variamaipende dalla popolazione stessa ed
eventualmente dal tempo, cioe:

z(®) =r(tx
o anche
2 (t) = r(t,z(t))z(t). (1.1)

Questarelazione esprime la legge di evoluzione @i tratta di unaquazione differenzialein’e-
quazione in cui l'incognita & una funzione (tae compare almeno una derivata della funzione stessa.
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Qui I'ordine massimo di derivazione che compare € 1, peabliiamo un’equazione differenziale
delprimo ordine.

Assegnato il tasse come funzione dt e diz, ci aspettiamo che la legge di evoluziorielj
specifichi completamente la funzionese & noto, ad esempio, il valore assunto in un istant
riferimento:

x(tg) = z¢ (valore noto).

Spessdy, = 0 (istante iniziale dell'esperimento o dell'intervallo diavazione dei dati, ecc.): ci
si riferisce pertanto alla condiziongt,) = x, comecondizione inizialger I'equazione1.1). Il
problema:
' =r(t, )
’ 1.2
{ {E(to) = T, ( )

e dettoproblema ai valori inizialio problema di Cauchper I'equazioneX.1).

Per soluzione dell’equaziond.() intendiamo una qualunque funziomedi classeC' su un
intervallo J per la quale

2/ (t) = r(t,z(t))x(t) perognit € J.

Sety € J ex(ty) = x¢ alloraz & soluzione di1.2).
Vediamo alcuni esempi.

a) Tasso costante di variazione.

Il modello di crescita di una popolazione in cui il tasso diigaione & assunto costante e legato al
nome diTHOMAS ROBERT MALTHUS (1766-1834), demografo ed economista politico inglese.
L'equazione {.1) diventa:

¥ =rzx. (1.3)

Osserviamo innanzitutto che vi € la soluzione costante 0. Siax: J — R, conJ intervallo,
una soluzione di clasgg' (si noti che sex & una soluzione differenziabile allora & automaticament
C', dovendo sussistere I'uguaglianza= rz). In ogni sottointervallo di/ in cui z non si annulla,

l'uguaglianzar’ = rz equivale a:
/
t
/ T g — e,

x(t)

che possiamo anche scrivere come:
Jee R loglx(t)| =1t + ¢,

oppure:
3C >0 |a(t)] = Ce™.

Se inglobiamo il segno di nella costante otteniamo infine:
3C e R\ {0} x(t) = Ce™.

Pertanto ogni soluzione, dove non nulla, deve essere wnesgialeCe"t, per una qualche costante
C. Ne segue che ogni soluzione, se diversa dalla soluziora,mon si annulla mai ed € un
esponenziale di questo tipo. Concludiamo che la famiglie deluzioni della {.3) € data da:

t—Ce™:R—R (CeR).

IMalthus enuncio per la prima volta le sue teorie sullevine della popolazione nel saggio anonifo essay on the
principle of population as it affects the future improvemehsocietynel 1798, ripubblicato successivamente piu volte a
proprio nome in forma ampliata. Sulla base dei dati demagreéi coloni inglesi nordamericani, Malthus sostenne che i
condizione di fecondita naturale la popolazione tendeldappiare a ogni generazione (circa 25 anni). Questa dazamio
essere espressa tramite una crescita esponenziale coinéirs{ calcoli il valore dir sey raddoppia ogni 25 anni.
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N

Sex(t) = Ce™ & una soluzione dellal(3), il valore C non & altro chex(0), per cui possiamo
scrivere, pill espressivamente:
z(t) = z(0)e"; (1.4)

a partire dal dato iniziale(0) I'evoluzione & di tipo esponenziale. Nel caso in cui 0 abbiamo
una decrescita esponenziale.

OsSERVAZIONE 1.1.1 Per meglio inquadrare le equazioni che incontreremo in tgueapitolo,
conviene notare subito che I'equaziofiedj, che possiamo anche scrivere came- rx = 0, rientra
fra le equazioni differenzialineari del primo ordine a coefficienti costantioperatore differenziale
z — x’ — rz € infatti lineare, coinvolge solo il primo ordine di derkiane e presenta ogni termine
z(®) (derivatakima, conk = 0, 1) con coefficienti costanti.

b) Equazione logistica.ln un ambiente naturale la crescita pud essere inibita tlarifdl cui
effetto € sempre piu considerevole col crescere dellajaapne: si pensi all’esaurimento delle
risorse alimentari disponibili, alla quantita di rifiubgsici prodotti, all'affollamento fisico, ecc. In
tal caso non € piu ragionevole ammettere un tasso coddantescita. Una possibile correzione al
modello di crescita malthusiano fu propostaifi@RRE FRANCOIS VERHULST (matematico belga,
1804-1849) assumendo I'esistenza di aapacita di carico(o portante) dell’ambiente, cioe di un
livello K della popolazione oltre al quale il tasso di crescita disarggativo’

Il pit semplice modello che realizza cio & una dipendeiteare del tasso di crescita dalla

popolazione:
/

—=rl-%) (1.5)

Procediamo in modo analogo a quanto abbiamo fatto p&r3a (Chiaramente le funzioni costanti
con valorel o K sono soluzioni. Se pai & una soluzione che, su un intervallcmon assume mai i

valori0 e K, allora inJ deve essere:

:,UI

2(1-z/K)
cioe, per integrazione:
JeeR 1og‘KL_x| =rt+c
o anche: Cort
e” 1

- _—_K(1l--—-—
1+ Cert ( 1+ Ce”)
(perC = 0 si recupera la soluzione nulla, p&r ‘= oo’ la soluzione costante di valor&; queste
si scambiano ponendd’ = 1/C). Come per I'equazionel(3), non e difficile vedere che queste
esauriscono le soluzioni di.(5).

Consideriamo, in particolare, il cafo< x(0) < K er > 0: si ottiene (postay = z(0))

CER z(t) =K (1.6)

Lo

C=K—m

> 0.

Se scriviama’ nella formaC' = e~ (come & sempre possibile per un opportuno valgre R) si

nota che le soluzioni sono traslate temporali 'una detzal
e’f‘(t*to)
{,C(t) = Kl + er(t—to) '

E sufficiente pertanto studiare il cagp= 0 (vedi Figural.l). Coerentemente con l'interpretazione
modellistica consideraté € il valore su cui si stabilizza asintoticamente il valoella popolazione.

2Al nome di Verhulst vanno associati anche quelli dei demibgraericani R. Pearl e L.J. Reed, che negli anni '20 del secolo
scorso riscopersero le memorie pubblicate da Verhulsi aegi attorno al 1840 e a lungo dimenticate.
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Figura 1.1 - Curva logisticai{e"t /(1 + e"*), conr > 0).

1.2 CINETICA CHIMICA

La cinetica chimica studia i meccanismi che portano alledcoani di equilibrio termodinamico per
una data reazione. Come vedremo, le stesse equazi@ni((1.5 nascono come modelli naturali
anche in questo campo: la ‘popolazione’ in oggetto & oraspeaie chimica.

1.2.1 Ordine di una reazione e modello differenziale

Consideriamo una generica reazione chimica del tipo
aA +bB — ¢C + dD.

Mettiamoci nell'ipotesi che la reazione sia omogeneageaenga tra specie all'interno della stessa
fase (solida, liquida o gassosa)); supponiamo inoltre cheotga a volume e a temperatura costdnti.
Come misura della velocita di reazione possiamo assuriemnénto della concentrazione di uno
dei prodotti o la diminuzione di uno dei reagenti per unitéethpo:

_ _LdiA_ 1diB]_ 1d[C] _ 1d[D]

a dt b dt c &t  d dt’

| coefficienti stechiometrici che compaiono tengono corldatto che le velocita di variazione delle
varie specie sono legate fra loro. Ad esempio:

N, + 3H, — 2NH,
dIN,] __1d[Hy] _ 1d[NH]

dt 3 dt 2 dt

La legge, dettdegge cineticasecondo cui evolve una reazione & determinata speriinesée. E
molto comune il caso in cui la velocita di reazione & prgpamale alla concentrazione di uno o
due dei reagenti, ciascuna elevata ad un esponente inemerajmente piccolo: la somma di tali
esponenti & dettardine della reazioné Ad esempio:

Saltrimenti conviene definire la velocita di reazione comeariazione, nell'unita di tempo, del numero di moli dedfzecie
considerata per unita di volume.
“4In realta molte reazioni sono costituite da diversi stagirocessi elementari; 'ordine della reazione & individudal-
lo stadio piti lento. Ad esempio 2®; — 4NO, + O, si scompone in MO, — NO; + NO, (lento; 1° ordine) e
2NO; — 2NO, + O, (veloce).
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2N205 e 4N02 + 02

v = k[N,O;] reazione del® ordine

Hy + 1, —> 2HI

v = k[H,][I,] reazione de2® ordine
(1° ordine rispetto a ciascun reagente)

o 2HI — Hy + 1,

v=k[HI]* reazione de2°® ordine

2H, + 2NO — 2H,0 + N,
v = k[H,][NOJ* reazione de$° ordine

In unareazione del primo ordine la velocita di variazioealconcentrazionl]; di un reagente,
al tempot, & proporzionale alla concentrazione stessa; quindi
d[A]
dt

= k[A]s,

conk opportuna costante positiva dipendente dalla reazionegstépne. Posto(t) = [A]; si ottiene
'equazione
2 = —kux, (1.7)

cioela (L.3.
Consideriamo ora le reazioni del secondo ordine. Suppamire la legge cinetica sia del tipo:

v = k[AJ[Bl:, (1.8)

con la stechiometria data da
A, +B, — 2AB

(una molecola Aformata da due atomi A e una molecolaf®rmata da due atomi B si combinano
dando luogo a due molecole del composto AB; un esempig-&€ H — 2HI). Posto

x(t) = [AB]y,

poiché ogni coppia A B, produce due molecole diAB(Cidgl[AB] /dt = —d[A,]/dt = —d[B,]/d¢),
abbiamo (supponenddB], = 0)

[Agle = [Aglo — 320, [Baly = [Bulo — 5a(t).

Pertanto dall’equazione cinetica ricaviamo:

o' = k([Ag]o - §$(t)) (Bso - §$(t))' (1.9)

Questa & della forma:
7' =a(f —z)(v - 2),
cona, 3 e~ parametri dati. Mediante il cambiamento di variakile- - = =z si ottiene:
2 =az[(B—7) - 2] (1.10)

Pers # ~ I'equazione & della stessa tipologia della5].
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Sein (1.9 sihaB]; ~ [B], (ad esempio se uno dei reagenti € il solvente (presentetsdocesso
rispetto al soluto)), allora la reazione diventa sostdneate del primo ordine.
Per una reazione del secondo ordine che segue una leggpalel ti

(ad esempi@ HI — H, + 1, si ottiene I'equazione
A (1.11)

Questa rientra ancora nella tipologia. 10, con3 = . Come ¢ facile vedere la famiglia delle
soluzionidi (..17) &:

1
tHi, a € R.
t—«

1.2.2 Datazione mediante radiocarbonio

Dal punto di vista matematico il modello cinetico delle rieazdel primo ordine € alla base del ben
noto metodo di datazione mediante radiocarbonio.

L'isotopo radioattivo'“C del carbonio (sadiocarbonig ha origine dalla trasformazione dell’azo-
to N negli strati alti dell’atmosfera mediante cattura di neutr Gli organismi viventi scambiano
continuamente carbonio con I'atmosfera attraverso pgicisespirazione (animali) o di fotosintesi
(vegetali), oppure lo assimilano nutrendosi di altri esg@enti o sostanze organiche. Finché I'orga-
nismo & vivo la concentrazione HiC risultante nell’organismo rispetto a quella dell’isotagiabile
12¢ si mantiene costante e uguale a quella che si riscontraatratisfera (attualmente 1 $0'2).
Alla morte dell’'organismo, il radiocarbonio continua a deeré senza venire rimpiazzato: cambia
quindiil rapporto trat*C e '2C; la misura di tale rapporto permette di stimare il tempodoaso dalla
morte dell’organismo. Qualitativamente, questo ¢ il pifio su cui si basa il metodo di datazione
mediante radiocarbonio proposto nel 1949 da W. F. Libby (@ttenne, per questo contributo, il
premio Nobel per la Chimica nel 1960).

Poiche, come & sperimentalmente verificato, il decadicedioattivo segue la stessa legdjer)
gia vista per le reazioni del primo ordine,s@) indica la quantita di materiale radioattivo (nel nostro
caso'“C) presente al tempg allora

x(t) = 2(0)e ",

dovek e costante e caratteristica dell’elemento considergtes§d: viene determinata mediante il
tempo di dimezzamentmfatti seT; /, & tale chex(7} /2) = x(0)/2, allora deve essere:
2(0)/2 = 2(0)e~ /2,

da cui
_log2
T

Sperimentalmente si determifig,,, che per il radiocarbonio & circa

k

Ty o ~ 5730 anni, quindik™" ~ 8267 anni

Sep € (0,1) & la percentuale di*C residua, rispetto alla percentuale iniziale, rilevatarireperto,
ne possiamo stimare I'etanediante:

¢ = logp

=

Smediante decadiment®—, trasformandosi il 4N: léc — 1§N + e~ + antineutrino.
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Figura 1.3 - Oscillatore armonico: forza di richiamo.

Se il metodo di datazione mediant&C & semplice in linea di principio, I'applicazione pratica
& tuttavia molto delicata(infiltrazioni spurie di*2C o '*C nel reperto, variazione nel tempo della
proporzione frat2C e **C, ecc.).

1.3 OSCILLATORE ARMONICO

Un esempio classico che porta a una semplice equazionectiiffi@lelineare del secondo ordine a
coefficienti costanfiquesto tipo di equazioni verra studiato §€l.7) si ottiene considerando il moto
di un punto material® di massan vincolato a scorrere senza attrito su di una retta sottadise
di una forza elastica; quest'ultima puo essere pensaliazata mediante una molla come in Figura
1.2

Si supponga che l'origine del sistema di riferimento caiiaoton la posizione in cui la lunghezza
della molla & quella a riposo. La forza di richiarfigz) esercitata dalla molla quando il puniosi
trova nella posizione di ascissasecondo la legge di Hooke é:

F(x) = —kui,

6A titolo di esempio si veda al riguardo I'articold ].
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dovei indica il versore dell'asse di riferimento/ela costante elastica della molla. $e= xz(t)
indica la legge oraria del puntB, la seconda legge della dinamica da

mi(t) = —kxz(t),

da cui
#(t) + w?z(t) =0, dovew? = k/m. (1.12)

Si tratta di un’equazione differenzial@meare del secondo ordine a coefficienti costgstiricordi
I'Osservazionel.1.]): I'operatore differenziale: — i (t) + w?z(t) & lineare e I'ordine massimo di
derivazione coinvolto & il secondo; inoltre i coefficiediiz*) (derivatek-ime, conk = 0, 1) sono
costanti (rispetto al tempo).

Le soluzioni di (L.12) sono date da (si vedgd.7):

x(t) = ¢1 coswt + co sinwt, (1.13)

al variare dicy, co € R (la verifica che si tratta di soluzioni pu0, peraltro, ess&rolta direttamente).
Una forma piu espressiva della famiglia delle soluziorotsiene mettendo in evidenza I'ampiezza

A = y/c} + ¢4 delle oscillazioni:

)= A —= t+—2 sinwt
z(t) = —— coswl + ————sinw
Ve + a3 Ve + a3

= A (cospcoswt + sin psinwt) ,
dovey e tale checos ¢, sin ) = (¢1/A, ca/A). Le soluzioni possono allora essere espresse come:
x(t) = Acos(wt — ), alvariaredidA > 0ep € R. (1.14)

Dalla (1.14) risulta evidente I'oscillazione sinusoidale del puitattorno alla posizione di ascissa
nulla, con period®@x/w (Moto armonico);risulta altresi evidente che si pud ottenere un moto
armonico mediante proiezione di un moto circolare unifosnen diametro della traiettoria.

Come & noto dalla Fisica, la conoscenza della posizighg e della velocita:(to) in un istante
to determina univocamente il moto del punto a ogni istanterdpte (precedente o successivéya
Analiticamente cio corrisponde al fatto che il problema

#(t) + w3x(t) = 0,
(1.15)
x(to) = w0, *(to) = vo,
conz, e vy assegnati, ammette una e una sola soluzione (cioé risultaivocamente individuate
le costantid e p in (1.19 0 ¢; ece in (1.13). Il problema (.15 & unproblema ai valori inizialj

o problema di Cauchyper un’equazione del secondo ordine, analogamente algmzb(lL.2) gia
incontrato per un’equazione del primo ordine.

1.4 CIRCUITI ELETTRICI

Vediamo alcune semplici equazioni e sistemi di equazidfeidinziali che intervengono nello studio
dei circuiti elettrici elementari. In particolare il fen@mno della mutua induzione fra circui L
fornira un esempio della fondamentale famiglia dei sistéifferenzialilineari.

7In un contesto fisico-matematico, nel caso in cui la vargadilderivazione rappresenti il tempo, utilizzeremo spéssipica
‘notazione puntata’ per indicare la derivata di una gramdez

8
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Figura 1.4 - CircuitoRC'

Circuiti RC.

Consideriamo un circuito in cui € presente un generatoferda elettromotrice’, un resistore di
resistenzak e un condensatore di capacitz® (vedi Figural.4). Siaq(t) la carica del condensatore
all'istantet; I'intensita di corrente nel circuito & = dg/dt. A partire da un qualunque punto del
circuito la somma algebrica delle variazioni di potenziailkevate in un giro completo lungo |l
circuito stesso € nullgseconda legge di Kirchhoff). Procedendo nel verso delteeate si osserva
un aumento di potenzial§ attraversando il generatore di f.e.m., una diminuzioneotiépzialei R
attraversando il resistore (legge di Ohm) e una diminuzigiiécorrispondente al condensatore. Cio
si traduce nell’equazione

. q
&—iR— L =0;
iR c 0;
poiché&i = dg/dt ricaviamo
R4 _ o (1.16)
dt  C

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del printdine non omogenearispetto alla {.3),
scritta anche comg’ — ry = 0, I'operatore differenziale del primo ordine € ora uguafgiad un
funzione data (qui la costan#®). La soluzione corrispondente al dato inizigl®) = 0 si verifica
essere (rimandiamo &I3.2 per la tecnica risolutiva):

q(t) = C& (1 — e /RO,

Circuiti RL.

Consideriamo ora il caso in cui, in luogo del condensatagkgincuito precedente sia presente un
induttore di induttanza (vedi Figural.5). Questo componente del circuito da luogo a una f.&m.
tra i capi dell'induttore che si oppone alla variazione direate e che € proporzionale alla velocita
di variazione della corrente. La costante di proporzidaail'induttanzal:

di

& =L
=%

Come per il circuitoRC' studiato prima, la legge di Kirchhoff da:

& —iR— & =0,

81n un condensatore & costante il rapporto fra carica pteserle armature e differenza di potenziale fra di esse:dastante
e dettacapacitadel condensatore.
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Figura 1.5 - CircuitoR L

ovvero
di
L—+Ri=§&. 1.17
g T (1.17)
A prescindere dal significato delle grandezze in gioco guesguazione non € altro che 1a.16.

Pertanto abbiamo la soluzione:

it) = %(1 — e Ry,

nel caso di corrente iniziale nulla.

Circuiti RLC.
Nel caso piu generale in cui sia presente sia un resist@eaichnduttore e un condensatore, la
legge di Kirchhoff da{ = dq/dt):

. q
&—iR—L1_& =
iR C L 0,

da cui:
1
L—+R—+—q=4¢. (1.18)

Questa e un’equazione differenziale lineare del secordin®, a coefficienti costantion omogenea:
analogamente a quanto detto per 1al@ rispetto alla {.3), 'operatore differenziale lineare del
secondo ordine e uguagliato non a zero (come n&ltd?), ma a una data funzione (in questo caso
la costante’). Per la tecnica risolutiva rimandiamoéi.6.

Circuiti accoppiati: un sistema lineare

Consideriamo infine la situazione in cui due circuiti dianodo a unamutua induzione.Una
corrente variabilé; nel primo circuito produce, nel secondo circuito, una f.enuotta proporzionale
alla velocita di variazione della stesga

diy

2
67 =M

dove M e un coefficiente di proporzionalita. Analogamente, ldazone di corrente nel secondo
circuito produce nel primo la f.e.m.

diy

dt

Si dimostra che il coefficient®/ e il medesimo nei due casi e dipende solo dalla forma daiitie
dal loro mutuo orientamento.

&M =M

10
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Nel caso di circuitiRL, sfruttando I'equazionel(1?) si ottiene la seguente relazione (in cui
abbiamo supposto, per fissare le idee, che le f.e.m. indattgagcun circuito sull'altro siano di
segno opposto rispetto a quello delle f.e.m. fornite daltgenti):

dil . diQ
Li—+ R =8 —M—
g Tm=a dt
per il primo circuito; assieme all’'analoga equazione pseitondo si ha

de dig

Li— 4+ =2 =&

g Mg =4
diq dig )

M= 4 Lo—2 + Roiy = &
a + Lo a + Rotg 2

Si tratta di unsistema di due equazioni differenziali linede! primo ordine. Posto:

L Ly M . Ry 0 o &1 . o il(t)
AR G I (W
possiamo riscrivere
di
A— =& .
dt—l—Rz
Se assumiamo l'invertibilita dA il sistema assume la forma

de
— = A 1.1
T i+b (1.19)

doveAd = ~A"'Reb = A~'&. Questo tipo fondamentale di sistema di equazioni diffeisdn
verra trattato nel Capl.

1.5 SPECIE IN COMPETIZIONE: SISTEMI NON LINEARI

Presentiamo ora un classico modello per I'evoluzione di shecie interagenti che conduce a un
sistemanonlinearedi equazioni differenziali.
Si abbiano due popolazioni, la cui entita al tenigodata da

2y (t): “preda  xh(t): “predatore”
(ad esempio volpi e conigli). Siang e r, i loro tassi di crescita, rispettivamente:

z(t) _ zy(t)
() 7z

E naturale supporre che le variazioni delle singole popotizi influenzino a vicenda, per cui
assumiamo che

1 :rl(t,xl,xg), ] :Tg(t,xl,xg).

Otteniamo allora usistema di equazioni differenzialne in generale aon lineare:

o =z ri(t,x1,22)
xhy = zora(t, 1, x2)

Introducendo le funzioni vettoriali

= (21,72): t = (21(1),22(1)),  f=(f1,f2): (t,x) = (w171 (¢, ), 2272(¢, 7)),
11



Enrico Vitali - LEZIONI INTRODUTTIVE SULLE EQUAZIONI DIFFRENZIALI ORDINARIE

possiamo anche scrivere, pil semplicemente,
¥ = f(t,x).

Come nel caso di una singola popolazione esaminiamo due casi

a) Partiamo dalla legge di variazione a tasso costante penoiaglelle due specie in competizione
e modifichiamola per tenere conto della presenza dell’slecie. Cosi, il tasse)|/z; = « (con
a > 0 costante), valido in assenza di predatori, viene correitvaendo a secondo membro un
termine proporzionale all'entita del predatore; ottenéa

Analogamente, al tasso costante negativo che carattetdzela variazione di; in assenza di preda,
viene sommato un termine proporzionale all’entita detleda:

— =7 + 5.751.

Ne risulta il sistema dellequazioni di Lotka-Volterra
{2
P

che possiamo anche scrivere, avendo posto(x1, x2),

z1 (o0 — Bg)
e (1.20)

2 = f(z), conf(x) = (z1(a — Baa), wa(—7 + dz1)). (1.21)

b) Correggiamo ora ciascuna delle due equazionili2@ rimpiazzando i tassic € —y con un
termine analogo a quello che nell’equazione logisticaihiiceva la capacita di carico dell'ambiente:

2y /r1 = a— Axy — fag
xh /9 = =7y — pwy + 611

o anche
A — —
x/l - (v — A\x1 — Bxo)a1 (1.22)
xh = (—y — px2 + 6x1)x2
Accenneremo al comportamento delle soluzioni $1€l.9, dopo aver puntualizzato il quadro
generale in cui collocare i problemi differenziali presgnin questo capitolo.

1.6 PENDOLO SEMPLICE

Consideriamo un punto di massa sospeso ad un punto fisso mediante un filo inestensibile di
lunghezzd. Assumiamo il punto di sospensione come origine di un siatéiriferimento cartesiano
nel piano verticale in cui supponiamo che si svolga il mgasde delle ordinate & verticale, diretto
verso l'alto. Indichiamo coml lo scostamento angolare rispetto alla posizione verticaseirato in
senso antiorario (vedi Figurha6), e conu, il versore tangente (secondo 'orientamento antiorario).

9Proposto indipendentemente nel 1924 dal demografo ameristred James Lotka e nel 1926 dal matematico italiano Vito
\olterra.

12
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Figura 1.6 - Pendolo semplice

Per individuare le equazioni del moto utilizziamo la seahejge della dinamick = ma,
proiettata lungo il versore tangente = (cos )i + (sin ¥)j:

F-u =ma- u,. (1.23)
Indichiamo con?y = (t) il valore dell’angolo al tempo; sel & la lunghezza del pendolo, risulta:

{ x(t) = Isin ()
y(t) = —lcosV(t)

da cui: .
@(t) = Y cosV
y(t) = 19 sind.

Le componenti dell’accelerazione sono quindi;

{x(t) = —19%sin 9 + [V cos (1.24)

§(t) = 192 cos ) 4 19 sin 9
Allora, tenendo conto che 'unica forza che ha una companeon nulla lungo la direzione tangente
¢ la forza pese-mgj, la (1.23 diventd®:

—mgsind = mld

Quindi
9+ %sinﬁ — 0. (1.25)

Si tratta di un’equazione differenziaten linearedel secondo ordine. Per “piccole” oscillazioni
possiamo assumere cki@ v ~ 1, per cui si ottiene un’equaziotiaeare

Y+ w9 =0 wgz%,

10A|ternativamente si pud osservare aheappresenta la velocita angolare del punto sospeso, igflirlla velocita scalare
el l'accelerazione tangenziale.

13
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che e I'equazione del moto armonico incontrata nel pafagra8. Nei limiti di questa approssima-

zione il periodo
l
T=27m/w=2m]-
g

risulta indipendente dall’ampiezza delle oscillaziasb¢ronismo delle piccole oscillazigniegge
sperimentalmente osservata gia da Galileo.

1.7 EQUAZIONE DI SCHRODINGER

L'equazione di Schrodinger svolge in meccanica quanasii ruolo che le equazioni di Maxwell
svolgono in elettromagnetismo. Per una particella di massad energia potenzial€(x,t) essa
assume la forma: )
_é%mw@w+U@ww%w=m@%¥l (1.26)

dovez indica la variabile spaziale (in una, due o tre dimensiorti)avariabile temporale), ¢ il
laplaciano rispetto alle variabili spazialife= h /2w, conh costante di Planck. L& e la funzione
d’onda, a valori complessi; separando la parte reale eajiuethaginaria possiamo equivalentemente
considerare due equazioni differenziali in campo reale.

Se supponiamo il potenziale indipendente dal tempo, il dwttellaseparazione delle variabili
consente di caratterizzare le eventuali soluzioni delienfo

P(z,t) = u(x)p(t).
Infatti per tali soluzioni la {.26 diventa:

—;—m(AU(I))w(ﬂ + U(z)u(x)e(t) = ihu(z)'(t);

dividendo per(x)p(t) abbiamo:

2 /
Deve pertanto esisteté € C tale che
h2
- %Au(x) + U(z)u(z) = Bu(x) (1.27)
i FE
p(t) = = o(t) (1.28)

La seconda equazione, a parte essere espre§saidella stessa forma di (). Siaty € un punto
in cui ¢ non si annulla; ricordando che, k& indica una qualunque determinazione del logaritmo
differenziabile in un intorno dp(t,) allora < log ¢(t) = ¢'(t)/¢(t), possiamo svolgere i medesimi

ragionamenti utilizzati nej 1.1. Alloralocalmente, e quindi globalmente, deve esggte = Cer?,
per un’opportuna costanté. Concludiamo che la famiglia delle soluzioni € data da:

al variare del valore(0) € C.

OSSERVAZIONE 1.7.1 Siaa = « + i un dato numero complesso; I'equaziapiét) = ap(t) (fra
cuirientrala (.29) da luogo a un sistema differenziale lineare considevaeparatamente la parte

14
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reale e la parte immaginaria @i Infatti, postop(t) = u(t) + iv(t), 'uguaglianzay’ (t) = a(t)
diventa:
{ u = ou— Bu

v = fu+ av,

che e della stessa forma di.(9) (qui orab = 0).

L'equazione soddisfatta danel caso monodimensionale, cioe

2

A ) + U)ule) = Bu(a) (1.29)

e dettaequazione di Schrodinger degli stati stazionedié una equazioti@eare del secondo ordine
a coefficienti, in generalejon costanti La variabilita dei coefficienti rende la studio di questo
tipo di equazioni completamente diverso dallo studio detjeazioni a coefficienti costanti (come
'equazione (.12 del moto armonico o 'equazion& (L8 per i circuiti RLC). Vedremo un esempio
nel Capitolo6.

Le soluzioni dipendono dal tipo di energia potenziale coesita. Le condizioni di regolarita che
devono essere richieste per avere soluzioni fisicamentéisafive (n primisla condizione di essere
a quadrato integrabile) individuano una successippali funzioni e di valoriE,, corrispondenti.
Questi ultimi, che si dimostrano essere numeri reali, hahsignificato di energia totale dello stato
stazionario individuato dalla corrispondente soluzionerisulta laquantizzazionéell’energia del
sistema (per il caso particolare del potenziale armonigog@ accenniamo, si vedagl6.4).

Caso del potenziale armonicNel caso monodimensionale, se
1 2
U(r) = =Kx
2
eseguiamo, nellal(29, il cambiamento di variabili:

E=azx, ulz)=ull/a)=:v(),
dove
mK\1/4
o= (%)
Poichéu(z) = v(ax), si ottiene I'equazione:

V(&) + (e = €%)v(€) =0, (1.30)

dove si e poste = (2E//h)/m /K. Lulteriore cambiamento di variabile:

conduce allkquazione di Hermite
H" —2¢H + (e —1)H = 0. (1.31)

Come accenneremo righ.4, a partire da questa e possibile ricavare la famiglia deidutettipolinomi
di Hermitg mediante i quali rappresentare la generica soluzion&dekzione di Schrodinger degli
stati stazionari.

15
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1.8 ELASTICHE PIANE; UN ESEMPIO DI PROBLEMI Al LIMITI

In questo paragrafo accenniamo alla modellizzazione matieendelle cosiddetteerghe elastiche
nel casiano. Unaverga e un solido deformabile che, dal punto di vistargetdco e rappresentabile
mediante una linea (pertanto supponiamo che la sezione sia di ampiezza tastrispetto alla
lunghezza), mentre dal punto di vista meccanico soddigf@pne richieste, di seguito precisate,
sugli sforzi interni che si producono in presenza di sotkegoni.

Inquadriamo dapprima il problema nello spazio tridimensie. Siap: [a,b] — R3 una rappre-
sentazione parametrica semplic€'e della curvay; poniamoA = p(a) € B = ((b). Supponiamo
che la vergaAB sia in equilibrio sotto I'azione di date forze esterne. Cowpue preso il punto
P = ¢(t), se immaginiamo di rimuovere il trattB B, la parte rimanentel P non sara piu, in ge-
nerale, in equilibrio. Per ripristinarne I'equilibrio dbtamo applicare inP? un sistema di forze che
traduce I'azione dP B suAP: tale sistema si puo ridurre ad una fofEa& una coppia di momenio.
| due vettoriT e T caratterizzano glforziinterni nel puntaP.** Supporremo regolari quanto sara
necessario le due funziofl eI’ che risultano cosi definite gu, b]. La componente dI' tangente
alla curva e la componente nel piano normale sono dettettiggmentesforzo assiale sforzo di
taglio, mentre le componentitangente e normalE di diconomomento torcentemomento flettenfe
rispettivamente.

Particolarizziamo ora la situazione: consideriamo veigiegiacciono su un pianaliciamozxy,

e sono soggette solamente a forze di questo piano appliglhstremi: siano essB(A) e F(B).
Poiché il sistema & in equilibrio deve essBfel) + F(B) = 0. Del resto, fissato arbitrariamente un
punto P della linea, per definizione dI' e T" anche il trattoAP € in equilibrio sotto I'azione delle
forzeF(A) e T(P) e del momentd (P) applicato inP. Pertanto deve essere:

F(A)+T(P)=0, (P—A)AT(P)+T(P)=0.
In particolare la forzdl' &€ costante e vale la relazione:
I'(P)=(P—-A)ANF(A), perognipunta’ di AB. (1.32)

Allora il momentoI” € in ogni punto perpendicolare al piang della verga, e quindi € un momento
flettente:I" = T".k.

Le condizionidiequilibrio, in particolare I'equazion&.82, non possono essere da sole sufficienti
per determinare la configurazione di equilibrio una volttéerle forze applicate: infatti deve essere
nota una relazione costitutiva che specifichi il legame fiasfprzi interni e la variazione della
configurazione corrispondente. Si e rivelata modellsstiente proficua, come relazione costitutiva,
l'ipotesi (risalente a Eulero) che

il momento flettente & proporzionale alla variaziohe della curvatura della verga.

La costante di proporzionalita dipende dalla natura dedleya (materiale utilizzato, dimensione

della sezione trasversale, ecc.). Per tradurre analieocagrla relazione costitutiva, ci poniamo nella

situazione particolare in cui la verga, in assenza di sitdleione, sia rettilinea, disposta come I'asse

e che le forze applicate agli estremi siano (opposte e) dismch’esse come I'asge Supponiamo

inoltre che la configurazione di equilibrio che sirealizna questo sistema diforze sia rappresentabile

come graficoy = u(x) di una funzioneu: [0,b] — R (vedi Figural.7). Poiché in condizioni di

riposo la verga é rettilinea, la variazione di curvaturadgmtta coincide con la curvatura stessa, cioe:
7" / 3/2 N .. . .

K=u (:c)/(l +u (x)2) . Cosi espressa la curvatura presenta segno positivo ovegat punti

di convessita o concavita, rispettivamente; queste duazoni corrispondono a momenti flettenti

11| concetti ora esposti trovano la loro naturale collocagioello studio dei continui deformabili, per i quali svolge molo
chiave il cosiddettdensore degli sforziPer una trattazione approfondita rimandiamo ai testi @idadl’argomento (citiamo,
ad esempio, 1])-
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A=D F(A) \\/ F(B) b @

Figura 1.7 - Una verga elastica piana sollecitata da forposte applicate agli estremi.

I''’kconI', > 00T, <0, rispettivamente. Tenendo conto di cid possiamo tradarrelazione
costitutiva nell’equazione:
"
rooxk—0
(1 + u’(a:)Q)
con K costante positiva (costante di “rigidezza”). PoBtod) = fi, conf > 0, abbiamo
(P—A)AF(A) = (zi+ u(z)j) A fi= —fu(z)k.

Allora la (1.32 diventa:

Ku(2)/(1+ ' (2)?)** = = fu(z),
cioe
u"(z) + Au(z) (1 + u/(x)2)3/2 =0, (1.33)
con\ = f/K > 0. Questa & la cosiddetta equazione digfiee elastiche piane.

L'equazione (.33 e un’equazione del secondo ordiman linearepoiché I'operatore differenziale
a primo membro non ¢ lineare nella derivata prima. Se la gardizione di equilibriay = w(z) si
discosta poco dalla configurazione rettilinea & peroipdegrascurare il termine’ nell’espressione
della curvatura, ottenendo cosi I'equazione

u”’(z) + du(z) =0,

cioé I'equazione del moto armonico.

Nelle ipotesi in cui ci siamo posti, la configurazione di dipiio € soluzione di un problema
del secondo ordine di tipo differente rispetto ai problemiaori iniziali per equazioni del secondo
ordine di cui abbiamo incontrato un esempio in1@. Infatti ora cerchiamo, fra le soluzioni della
(1.33, quelle che verificano le condizioni agli estreaiDd) = «(b) = 0, quindi:

3/2

u”(z) + Mu(z) (1 + ' (2)?) 0,

(1.34)
u(0) =u(b) =0.

Si tratta di un cosiddettproblema ai limitiper un’equazione del secondo ordine. Come l'intuizione
fisica suggerisce, I'esistenza di soluzioni (diverse dsdiaizione nulla) richiede un legame fra il
parametro\ (cioe il rapporto fra la forza applicata e la costante didégza) e 'ampiezzadell’inter-
vallo. Fissato I'intervalld0, ], i valori A per i quali il problema .39 ammette soluzioni non nulle
sono detteautovaloridel problema. Per questo tipo di problemi accenneremo saigannek 6.1,

al caso particolare dell’equazione linearizzata+ A\u = 0 (che incontreremo nel contesto, molto
differente, della separazione di variabili per 'equazah Laplace).
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1.9 EQUAZIONI IN FORMA NORMALE. RAPPRESENTAZIONE DELLE SOL UZIONI.

Molti problemi e risultati fondamentali per le equazionifdienziali presentate nei paragrafi prece-
denti possono essere utilmente inquadrati in una teoriargé Cerchiamo innanzitutto di unificare,
anche dal punto di vista notazionale, le equazioni incoafiaora.

SiaD un aperto dR"*! e f: D — R™ una funzione continua.

DEeFINIZIONE 1.9.1 Diciamo che una funzione: J — R"™ & soluzione dell'equazione differenzia-
le:
¥ = f(t,x) (1.35)

seJ e unintervallox € C*(J;R"), risulta (¢, z(t)) € D perognit € J e
a'(t) = f(t,z(t)) perognit € J.

Le equazioni della formal(35 si dice che sono postefarma normale Useremo in genere la parola
‘equazione’ anche nel caso dei ‘sistemi’ di equazionigeio> 1.

In questa tipologia, con = 1, rientrano palesemente le equazidhilf, (1.16), (1.17 preceden-
temente incontrate; nel caso= 2, invece, rientrano gli esempl (19, (1.20) e (1.22.

Il significato modellistico delle soluzioni gia motiva pportunita di considerare come soluzioni
funzioni definite su intervalli (non € ammessa una discwith temporale): se matematicamente una
funzione e definita sull’'unione di due intervalli disgiuatrisolve I'equazione, intenderemo che da
luogo aduesoluzioni. Questa convenzione semplifichera anche atbemli enunciati generali che
verranno esposti nel seguito.

DEFINIZIONE 1.9.2 Dato (¢, ) € D, diciamo soluzione del problema ai valori iniziali (o di

Cauchy):
' = f(t,x)
{E(to) = X0
ogni funzioner che sia una soluzione di' = f(¢, ) in un intervalloJ contenente, e si abbia

x(to) = xo. Diremo anche che la soluzionepassa per il puntdtg, xo).

L'estensione al secondo ordine della forma normalé%) e:

a"(t) = f(t,2(t), 2/ (1)), (1.36)

conf: D — R" funzione continua su un apet® C R2"1. E facile vedere che in questa tipologia
rientrano le equazionil(12), (1.29, (1.29 o (1.31), e (1.33 precedentemente incontrate. Tuttavia
le equazioni {.36 possono essere equivalentemente trasformate in equéazionma normale del
primo ordine a patto di aumentare il numero delle equazioni e delle fumzncognite. Infatti, se
poniamo

=,

'equazione (.36 si trasforma nel sistema del primo ordine:

=
v = f(t,x,v)
che possiamo anche scrivere, in forma piu compatta, come:
' = F(t,u(t)) (1.37)

con
u=(z,v) e F(t,u)= (v, f(t,x,v)).
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E facile vedere la generalizzazione a equazioni diffe@ndi ordinen del tipo:
2™ = f(t,x(t), 2 (), 2" (t),...,2" "D (1)), (1.38)

dette informa normale Anche per esse possiamo ricondurci allo studio di un’eiumezdel primo
ordine; ponendo

/ " n—1),
JJQZI,Jilz.TJ,JJQ:JJ,...,Jin_lzx( ),

otteniamo, equivalentemente

Questo sistema & della forma
u = f(t,u), conu= (zg,x1,...,7n),
quindi della forma {.35. PerI'equazionel(.39 il problema ai valori iniziali:

2™ = f(t,a(t), 2 (), 2" (t), ..., 2™ D (1)),

Ji(to) = X, I/(tg) = Jil,x”(tg) =x2,..., Jin_l(t()) = Tpn—1,

conxg, x1, 22, ..., T, 1 assegnati, sitraduce nel problema ai valoriiniziali psistema equivalente
del primo ordine con i dati:

xo(to) = o, x1(to) = 1, x2(to) = 22, ..., Tp_1(to) = Tn_1,

secondo la Definizion.9.2 Pertanto, possiamo affermare che la teoria dei sistengjuhzoni dif-
ferenziali ordinarie in forma normale conserva tutta lageiaeralita anche se ci si limita a considerare
sistemi del primo ordine.

Nel capitolo successivo svilupperemo gli elementi di bagdkadeoria delle equazioni differenziali
del primo ordine che possono essere poste in forma normateegse ¢ infatti possibile sviluppare
un soddisfacente quadro di risultati. La teoria per le etpmziella forma piu generale

F(t,x(t), ' (t), 2" (t), ..., o D(t), 2™ (1) =0

e invece fortemente dipendente dalla tipologia della ifmmz F'.

Poiché alla base della risoluzione di un’equazione diffigiale sta un procedimento di integrazio-
ne, per indicare la famiglia di tutte le soluzioni di un’egiane differenziale viene spesso utilizzato
il termine diintegrale generalelell’equazione stessa.

oV Ve VA e VAN s VNS YA o)

Nel caso scalaren( = 1) la richiesta che una funzione: J — R di classeC'! sia soluzione
dell’'equazione’ = f(t, x) sitraduce nella condizione che il suo grafico sia contemuid{dominio
di f) ein ognisuo puntt, z(t)) laretta tangente abbia penderfZa x(t)) (Figural.9). Undiscorso
analogo, anche se di minor efficacia dal punto di vista grafic® essere svolto nel caso generale
n > 1 relativamente alle tangenti alla curva-~ (¢, 2(t¢)) nello spazio delle coordinate:.
Particolarmente importante, anche dal punto di vista graéida situazione in cui la funziong
non dipende dalla variabile(nella notazione dellal(35). Siaf2 un sottoinsieme aperto ti" e

f: Q2 —=R" continua
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(-

pendenza f (t,xz(t))

Figura 1.8 - La condizione che la funzione (scalareja soluzione dell’'equaziong = f(t,x) si
traduce geometricamente nella condizione che il graficoe dbbia in ogni punto come pendenza
proprio il valore dif in quel punto.

I'equazione (sistema di equazioni):
o = f(x)

e dettaautonoma Gli esempi precedentemente visti rientrano tutti in gaiestegoria (a parte i casi
generali esposti ngil.1e§ 1.5 in cui i tassi di variazione dipendono dal tempo). Per eguazli
ordine superiore si utlizza il termireutonomanel caso in cui tale sia il sistema equivalente del primo
ordine. Cosi, & autonoma I'equaziorieq5 del pendolo semplice o 1d. (33 delle linee elastiche;
mentre non e di tipo autonomo I'equaziorieq9: infatti i coefficienti dell’equazione dipendono da
x, per cui il sistema equivalente (ponengo—= )

non e di tipo autonomo (a meno che il potenziale non sia ntesta

Linsieme(2 € lospazio degli statisey(-) € una soluzione, il valorg(t) rappresenta lo ‘stato’ del
‘sistema’ (fisico, naturale, ...) all'istante di tempola consistenza della popolazione che evolve
secondo la1.3) o la (1.5), la carica o I'intensita di corrente nei circuiti di cui@l(1.16 o (1.17),
il valore della coppia = (i1,i2) nel caso dei circuiti accoppiati irL(19, il valore della coppia
preda-predatore nelle equaziofiZ0 di Lotka-Volterra, ecc. Per le equazioni del secondo agdin
comela (.12 (oscillatore armonico), in cuila grandezza ¢ la posigidnun punto (o di un sistemadi
punti), lo spazio degli stati per il sistema equivalentepi@ho ordine diventa lo spazio delle coppie
posizione-velocita (e si parla anchesgiazio delle fa3i

Le soluzioni danno luogo a curve §iche sono tangenti al camgfan ciascun punto (vedi Figura
1.9); piti precisamentef (z(t)) rappresenta la ‘velocita’ con cui viene percorsa la cumbpunto
z(t). La conoscenza del campo vettorigl€indipendente dal ‘tempo’) permette cosi di ricavare
informazioni sulle ‘traiettorie’ del punta(t).

Ad esempio, in Figura.10e rapresentato il campo vettoriale relativo all’equaziin20 o (1.21):
si intuisce che le curve-soluzione “ruotano attorno al putitequilibrio” (29, 29) = (v/6, a/3).

20



Capitolo 1 - ESEMPI INTRODUTTIVI

Figura 1.9 - Rappresentazione grafica di una soluziopeé il luogo descritto dal punta(t) al
variare dit € J.

1.8
1.67
14

1.2

-— . = = = = <—

0.8

—_— T == =T ==

0.6 I L \ \ N - - — — - - el /

| \ \ N N - — — — — — — -7
04r

| \ N - - — — — s e = = =

0.2r

l
|
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
l
O -1 - 1 - = — %:%

1

0.2 0.4 0.6 0.8

1.4 1.6 18 1

Figura 1.10 - Campg per il sistema.20 (nelcasax = 3 = v = § = 1). Qui il punto di equilibrio
(2%, 29) €(1,1).
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Figura 1.11 - Campg per il sistema.29 (nelcasovn = 1.2, =vy=d=pu=1eAX=0.5). Il
punto di equilibrio(z?, 29) diverso dall’'origine & dato dall'intersezione delle esttr; + 3o —a = 0
edr; — puxe — v = 0. Su ciascuna di tali rette si annulla una componente del ogimp

La Figural.11& invece relativa all'equazion#&.@2 nel caso in cui il “punto di equilibrio{z{, 29)
corrispondente alla soluzione costante che annulla irsdmmembro dell’equazione sialitt” x R,
Si intuisce un movimento a spirale versd, x9).

Rimandiamo ak 2.6 per alcuni concetti di base sui sistemi automoni.
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Capitolo 2

PROBLEMI Al VALORI INIZIALI PER SISTEMI
DEL PRIMO ORDINE

In questo capitolo esponiamo i risultati di base relatilé abluzioni dei sistemi di equazioni diffe-
renziali del primo ordine in forma normale. Un ruolo chiawevolto dallo studio del problema ai
valori iniziali: dopo averne illustrato i classici risuttai esistenza e unicita, viene affrontata I'inda-
gine dell’ampiezza dell'intervallo su cui possiamo gan@itesistenza di una soluzione. Il contesto
porge I'occasione per presentare due risultati (Lemma din@all e disuguaglianze differenziali)
che forniscono importanti strumenti di stima per le solaziti un’equazione differenziale, strumenti
spesso utili nel problema della determinazione del pitiarnmervallo di esistenza delle soluzioni.

Un altro aspetto che verra preso in considerazione, e lailevanza &€ messa bene in luce da-
gli esempi del capitolo precedente, riguarda I'analisladdipendenza delle soluzioni dai valati
del problema: € infatti essenziale, per I'utilizzo di undedo matematico, che al variare dei para-
metri che intervengono nell’equazione (spesso noti a ména’dpprossimazione sperimentale) la
corrispondente soluzione vari almeno con continuita.

Il capitolo si chiude con I'esposizione dei concetti chiakee verranno utilizzati nel seguito
riguardo all'importante classe dei sisteauitonomi

2.1 RISULTATI DI ESISTENZA ED UNICIT A

Sia D un aperto diR™*! e f: D — R”™ una funzione continua. Ci occupiamo dell'esistenza di
soluzioni per 'equazione
' = f(t,x) (2.1)

con il valore inizialex(to) = o, dove(to, z¢) € un dato punto dD. Stiamo pertanto considerando
il problema ai valori iniziali,o problema di Cauchy,

' = f(t,x)
{ .T(to) = X9. (P)

Ricordiamo che, nella definizione di soluzione, abbiamagds richiesta che il dominio sia un
intervallo (vedi§ 1.9).

Premettiamo una caratterizzazione integrale delle sohiziel problemap).

LEMMA 2.1.1 Siaz una funzione continua su un intervallbe tale che(t,z(t)) € D per ogni
t € J. Sia(to, o) € D. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

a) x € soluzione diP);
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b) x(t) = xo + /t f(s,2(s)) ds per ognit € J.

to

DimostrazioneUna semplice applicazione del teorema fondamentale deblcaihtegrale. [

Ricordiamo che una funziong G' — R*, conG C R™ insieme dato, si dickpschitzianasu un
insiemeFE C G se esiste una costantg; > 0 tale che

lg(w1) — g(x2)] < Llzy — 22

comunque presiy, z2 € E. Nel seguito utilizzeremo, per la funziorfei cui all’equazione?.1), la
cosiddetta condizione dipschitzianita nella seconda variabile, uniformemenspetto alla prima
su un insiemé” C D, condizione che si traduce nella richiesta che esista ustac®Ly > 0 per
la quale

|f(t,z1) — f(t,22)| < Lplzy — 2o

comunque presi, 1), (t,z2) € E. Nel caso in cui questa condizione sia richiesta su ogni @top
K di D parleremo dlipschitzianita localai f suD (nella seconda variabile, uniformemente rispetto
alla prima).
Non ¢ difficile vedere come la condiziopes C'*(G; R¥) assicuri la condizione di lipschitzianita
nell’ipotesi cheG sia convesso. Infatti, dati,, o € G, possiamo considerare la funzione
o(t) = g(a:l + t(xe — xl))

Risulta:

1 1
lg(x1)—g(z2)| = ‘/ ¢'(s)ds| = ‘/ Dg(;vl—i—s(xg—xl))-(xg—xl)ds’ < (méax|Dg|)|x1—x2 .
0 0
In realta vale un risultato piu generale:

PROPOSIZIONE 2.1.2 Ogni funziongy € C'(G;R¥), conG sottoinsieme aperto d&™, & lipschi-
tziana su ciascun sottoinsieme compatté-di

DimostrazioneSiaK C G compatto. Sg| nonfosse lipschitziana, per ogheé N esisterebbero
K

xj,x% € K tali che

lg(5) — g(3)] > jlaj — 23] (2.2)
PoichéK & compatto possiamo supporre (a meno di passare a sotssiam) che{x})j e (x?)j
siano convergenti. Dal momento che

2
1.2
lzj — 25| < ;Inl?X|g| j:()ooa

il limite delle due successioni & uno stesso punte K. Siar > 0 tale cheB,(z) C G, perj
sufficientemente grande risul:t@, x? € B, (Z). In base a quanto osservato sopra nel caso convesso,
si ha

l9(23) — g(z})| < (%naz) |Dgl) |z} — ;.

(z

Cio contraddice la4.2). O

Siano orau, b > 0 tali che il “rettangolo” (vedi Figur&.1)

R = Ra’b(to, xo) = [to —a,tyg + CL] X Eb(ajg)
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Figura 2.1 - SeR, ,(to,z0) C D l'esistenza di una soluzione soddifacente al deiy) = = €
garantita nell'intervalldty — «, to + o], cona = min(a, b/ maxg | f|) (Teorema2.1.3.

sia contenuto irD (con By (z¢) intendiamo la chiusura della palla di centrge raggiob).

TEOREMA 2.1.3 (ESISTENZA E UNICITA) (Picard-Lindelof) Supponiamo che i la funzione
f = f(t,x) sia continua e sia localmente lipschitziana nella seconddabile uniformemente
rispetto alla prima. SiaR := R, (to, x0) C D. Allora:

a) il problema (P) ammette soluzione nell'intervallty — «, ¢ty + o], dove
a = mln(a, M)’
essendd/ una limitazione peff| suR.

b) esiste al piu una soluzione del problenid(nel senso che sg, x5 sono due soluzioni di)
in un intorno.J (destro o sinistro) diy, allora z; = x5 in J N [ty — a, o + .

Dimostrazionea) (Esistenzaln base al lemma precedente ricerchiamo una funziooentinua
inI = [ty — «,to + o] il cui grafico sia contenuto i e tale che

2(t) = z0 + /t f(s,z(s))ds  perognit € I. (2.3)

to

Osserviamo che, data una funzione C°(I;R"), se il suo grafico & contenuto i, allora la
funzione

Tx: t»—>x0+/tf(s,x(s)) ds

to
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e definita in/ e ha anch’essa il grafico iR. Infatti, per ognit € T
t
|(Tx)(t) — x| < }/ f(s,x(s)) ds| < M|t —to| < b.
to

Allora T & un operatore d@® (I; Eb(xo)) in s&, per cui possiamo definire, per ricorrenza, la seguent
successione di funzioni:

ro(-) =20 app1 =T (E=0,1,2...).

Dimostriamo chéz;,) converge uniformemente iha una funzione continua Innanzitutto risulta:

t
lz1(t) —zo(t)| < | [ f(s,20)ds| < M|t —to];
to

mediante questa stimiamo analogamenét) — x1 (¢)|, tenendo conto della lipschitzianitatinella
seconda variabile:

ja(t) — 21 (1) < | / (F(s,21(s)) — F (s, 20(s)) ]

t t
< L\/ [21(s) — zo(s)| ds| < ML|/ s — to|ds|
to to
(L & una costante di Lipschitz disu R), da cui
1
lz2(t) — 21(t)] < iML(t— to)?.
Un semplice ragionamento per induzione porta a:
1
t) — ()| < ——=MLF|t — o)1 2.4
o1 (t) = 260 < g MLHE = to (2.4)
Allora comunque presi, j € N

k4 () = T ()] < [@r45 (8) — Thgj—1 ()] + [@gj—1 () — Tpgjm2 (O] + - ..
o Trga () — @e(t)]
M K (al)t
< — — — 00.
ST . E N 0 perk — oo

=k+1

Pertanto:

max |zkyj(t) —ak(t)) = 0 perk — oo e perognij.
S

Per il criterio di Cauchy per la convergenza uniforme la gss@onez;) converge uniformemente
in I e la funzione limiter € ivi continua.
Dalla definizione d{z) abbiamo

t

21 () = 1 +/ f(s,xr(s))ds  perognit € I.
to

La convergenza uniforme dic;,) az in I assicura ch¢ (-, xx(-)) converge uniformemente ihalla

funzionef (-, z(+)) (se ne lascia la verifica al lettore), per cui possiamo pasadimite sotto il segno

di integrale, ottenendo:

z(t) = xo + /t f(s,z(s))ds  perognit € I.

to
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Per il Lemma2.1.1la funzionez & soluzione del problema?).

b) (Unicitd) Sia oraz una qualunque soluzione del problenid {n un intorno destrdt, to + 4] di
to, cond < « (analogamente si procede per un intorno sinistro). Stirmitardifferenza fraz e gl
elementi della successiofiey, ) costruita sopra. Per oghic [to, to + ¢]

z(t) = xp + / f(s,2(s)) ds.

to

Quindi,

|2(t) — zo(t)] < M(t —to),
doveM; & una limitazione djf| su un compatto contenente il graficoz#[ito’tom. Dettal; una
costante di Lipschitz pef su un compatto contenent e R, se procediamo in modo analogo

) ) [to,to+9]
a quanto fatto per stimaie, — x|, abbiamo:

t t
20) = 10 <| [ (£(5.2(6)) = Fls.an(e) ds| < Lu [ Jo(5) = (o) ds
t t
0 ) 1 0
SM1L1/ |S—t0|d8= §M1L1(t—t0)2.
to
Iterando il procedimento otteniamo cosi

1 .
|2(t) — xp(t)] < liL’f(t —to)" perognit € [to,to + J].

Al tendere dik all'infinito risulta z(t) = z(t). O

Il teorema precedente pud essere sostanzialmente rifatocome segue:

TEOREMA 2.1.4 Siaf = f(t,«) localmente lipschitziana s in 2 uniformemente rispetto a
Allora il problema(”) ammette, in un opportuno intorno tj, una e una sola soluzione.

OSSERVAZIONE 2.1.5 [Unicitalocale e globalgLl'unicita di cui al teorema precedentéazale, nel
senso che e ristretta alla considerazione dell'intdtpe- a, ¢ty + «]. A partire da cio si pud tuttavia
ottenere facilmente un risultato di unicggiobale Piu precisamente, dimostriamo chersex, sono
due soluzioni del problema) negli intervalli.J; e J5 rispettivamente, allora; e x5 coincidono su
J :=Jy N Js, e quindi & individuata un™unica soluzione” su tutto k@rvallo.J; U J>. Poniamo

t=sup{t € J: t>tg, x1 =x2in [to,t]}

(pert <ty si procede in modo analogo). $e-= sup J non vi € nulla da dimostrare. Altrimenti,
e x5 sarebbero definite in un intorno destratdi coinciderebbero in (per continuita); per I'unicita
asserita nel Teorental.3(applicato cort in luogo dity) si avrebber; = x5 in un intorno destro di
t, contro la definizione di.

In modo differente I'unicitagglobaledelle soluzioni pud anche essere enunciata dicendo che due
soluzioni dell’'equazione’ = f(¢, ) o hanno grafici disgiunti o coincidono.

Ai fini dell’esistenza di una soluzione del problentd)(la lipschitzianita dif non & necessaria.
Vale infatti il seguente risultato (per la dimostrazioneliyad esempio,3]).

TEOREMA 2.1.6 (PEANO) SiaR = R, (to, z0) come sopra. Allora:
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t2/4
(t—c)?/4

Figura 2.2 - Soluzioni distinte del problema di Caually= /|z|, x(0) = 0.

il problema (P) ammette soluzione nell’intervalley — «, to + o, dove
o= mln(a, M),

essendd// una limitazione peff| suR.
In assenza della condizione di lipschitzianita pud e irmancare l'unicita. Si consideri, ad

esempio, la funzione :
f(@) =+/lzl,

che non ¢ lipschitziana intorno all’origine. Il problem@)(con (o, z9) = (0,0) ha come soluzioni,
oltre la funzione nulla, tutte quelle della seguente forat&ariare dic > 0 (vedi Figura2.2):

(t—c)* set>c

x(t) = (2.5)

S =

set<c

(analoghe soluzioni si ottengono utilizzando anche leifumiz- 1 (¢ 4 ¢)? perc > 0).

In vista degli sviluppi successivi & utile esplicitareakto che il valorex relativo allampiezza
dell'intervallo di esistenza del probleni®) garantita dal Teorema di Peano possa essere stimata
uniformemente rispetto al puntoy, o) se questo varia in un compatfo in D. Piu precisamente
abbiamo il seguente risultato (si si veda anche il LenZnaa).

COROLLARIO 2.1.7 SeK C D & compatto, esiste > 0 tale che per ognito, o) € K il problema
(P) ha una soluzione definita nell'intervallty — o, tg + «].

DimostrazioneE sufficiente osservare che il Teorema di Peano pud essplieap, per ogni
(to,zo) € K, cona eb dipendenti soltanto déist(K,0D) > 0. O
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2.2 PROLUNGAMENTO DELLE SOLUZIONI

Come risulta evidente dall’esempi¢ = f(t,x) con f(t,z) = z? (vedi esercizi alla fine del pa-
ragrafo), anche se la funzionfee ovunque definita e regolare non & detto che le soluzidia de
corrispondente equazione siano definite su titto

Vediamo ora alcuni risultati sulla prolungabilita del@szioni.

SiaD apertodiR"*te f: D — R" continua. Data unasoluzione J — R™ di(2.1), chiamiamo
prolungamentali - ogni soluzione: che sia definita su un intervallbstrettamente contenenfe Se
2 non ammette prolungamenti allora diciamo che & definitansmtervallomassimalali esistenza.
Prima di enunciare il principale risultato sulla prolundid delle soluzioni conviene svolgere
una semplice osservazione, la cui dimostrazione e lasp&tesercizio.

OSSERVAZIONE 2.2.1
a) Sex e soluzione diZ.1) in (a, b) ed esiste finito

lim z(t) =1, con(b,l) € D,

t—b—
alloraz pud essere estesa in modé in (a,b] e
' (b) = f (b, z(b)),

cioé = € soluzione diZ.1) in (a,b]. (Si utilizzi il teorema del valor medio per ciascuna
componente di).

b) SiaD aperto diR"*! e f: D — R”" continua. Siana; e x, soluzioni dell’'equazioneX(1)
negli intervalli(a, b] e [b, ¢), rispettivamente. Se; (b) = x2(b) allora la funzione

. {a:l in (a,b],

To in[b,c)
e soluzione diZ.1) in (a, c).
TEOREMA 2.2.2 (PROLUNGAMENTO MASSIMALE) SiaD aperto diR"*! e f: D — R" conti-

nua. Ogni soluzione di (2.1) ammette un prolungamento ad un intervallo massimale di@sza
(w—,wy). Inoltre (¢, z(t)) “abbandona definitivamente” ogni compatto fi pert — w4, cioe

comunque pres@& compatto contenuto if, esiste un intornd’ di w [e, analogamente, di_]
tale che
(t,z(t)) ¢ K perte (w_,wy)NU.

Scriveremo sinteticamente questa proprieta come:
(t,z(t)) - 0D pert — w4 (2.6)
OSSERVAZIONE 2.2.3 In assenza di ipotesi di unicita per le soluzioni dei pratileli Cauchy il

prolungamento massimale non & necessariamente unicoenSi all'equaziong’ = +/|y| e alle
soluzioni @.5), tutte definite su intervalli massimali e coincidenti(stbo, ¢].
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Dimostrazione (del Teorenta2.9. Siaz: J — R™ soluzione di 2.1). Occupiamoci del prolun-
gamento a destra. Siaun punto diJ eb = supJ. SeJ € massimale allora deve essére J:
infatti, in caso contrario, il problema di Cauchy con dataige = (b) in b permetterebbe di estendere
l'intervallo di esistenza, che pertanto non sarebbe massinQuindi se/ € massimale (destro) allora
€ aperto a destra.

Se J non & un intervallo massimale (destro) allora possiam@asup chex sia prolungabile
almeno inb. Pertanto & lecito assumere chefa, b] — R".
Passo 1.Sia K un qualunque compatto contenuto fine contenente il grafico di. In base al
Corollario2.1.7esistea i > 0 tale che il problema ai valori iniziali

{Z’=f(t72)

Z(to) = 20

ha soluzione nell'intervall@, — ax, to + ax] comunque pres, zo) € K. Sceglienddto, zp) =
(b, z(b)) possiamo prolungarefino ab + ak (si ricordi 'Osservazion@.2.1). Se(b + ok, z(b +
ar)) € K possiamo ulteriormente prolungarefino ab + 2ax. Ripetendo il ragionamento un
numero finito di volte si ottienéx tale che(bk, x(bk)) ¢ K.

Passo 2Sia(V}) una successione crescente di aperfdd chiusura compatta ib:
Vi € Vis1 CC D.
Supponiamo inoltre ch&, contenga il grafico di e chel J V}, esauriscaD:
(t,z(t)) € Vi perognit € [a,b]; | JVi =D.

Per ricorrenza sid, = by, il valore costruito al passo precedente pger= Vi a partire dal
prolungamento ottenuto $u, b;,—1]. Possiamo supporre che
e (by) sia non decrescente;

e (by) sia limitata superiormente (altrimenti si avrebbe un pnglamento adk, +o00), che & gia
massimale).

Allora (by,) converge ad un valore reale. cosi che abbiamo ottenuto un prolungament@ad ).
Mostriamo che tale prolungamento € massimale (destro).infaéti cosi non fosser sarebbe
prolungabile inw., quindi per continuita si avrebbe:

(br, (b)) — (w4, z(wy)) € D;
del resto, fissatdv € N, risulta:
(br,x(by)) ¢ Vi 2 Vv perognin > N;

quindi
(bg, x(bi)) & Vv per ognin > N,

da cui(wy, z(w)) ¢ V. Perl'arbitrarieta diV € N concludiamo che

(wi,z(wy)) | JVn =D assurdo.
N

Per ora abbiamo dimostrato che & sempre possibile estendérun intervallo massimale destro
e che tale intervallo & aperto a destra.

Passo 3Rimane da dimostrare chie z(t)) — 0D pert — w.
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Figura 2.3 - La negazione chgt) — 9D pert — w, porta ad un assurdo (veBasso 3della
dimostrazione del Teorenta2.?).

Sew, = +oo non c’e nulla da dimostrare; sia pertantp < +oo. Per assurdo supponiamo che
esistaK compatto diD e una successiong — w- tali che:

(tg, z(tg)) € K.
Assumiamq(ty,) strettamente crescente. Per la compattezZa dossiamo anche supporre che
(tr, x(tr)) — (wy,T) € K.
Passo fondamentale & ora dimostrare che non si hac$glp — z, ma

lim z(t) =T. (2.7)

t—wy

Dobbiamo pertanto escludere la possibile non esistenzardtd di x pert — w (vedi Figura2.3).
Sia B una palla di centrdw, T) e con chiusura tutta contenutaih Possiamo supporre che

(tr,z(trx)) € B perognik. SiaM = maxg |f|. Sialty,tr + 9) C [tr, w4 ) un intorno destro diy,

in cui z(-) ha grafico inB (pers > 0 sufficientemente piccolo questa condizione & verificatihe

(tx,z(tx)) € B). Allorain tale intervallo

|z () — 2(ty)| < /t |f(s,2(s))[ds < M (1 —ty),
dacui
jo(r) — a(t)| < M(wy — t3). (2.8)

Se per un qualchk, e quindi definitivamente, fossg + 0 = w., avremmo la validita diZ.8) per
ogniT € [tx, w4 ); allora, per talir
lx(r) — 7| < |o(r) — 2(tp)| + |z(tr) — T 2.9)
< M(wy —tg) + [z(te) — 2| — 0, '
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da cuila @.7). Poiché per ottenere 12 ©) viene utilizzata solo 1aZ.8), definiamo direttamente
wi = sup{t € [tg,ws) : |x(r) — z(tr)| < M(wy —tr) perognir € [ty t]}

e dimostriamo che, = w, perk sufficientemente grande, ottenendo cosPI&)(
Per ognit € [t;, ws) € lecito applicare la disuguaglianza9. Quindi possiamo affermare che

(t,z(t)) € B perognit € [ty,wy) perk sufficientemente grande. (2.10)
Allora, per ognik per il qualew,, < w, (quindi, in particolare, risulta definito(wy)) il grafico di
x [ | e contenuto inB, quindi
tk,wk

(k) — 2(ti)] < / | f s, 2(s))) ds < M(wp — 1) < M(ws — ).

23
Pertanto esiste tale che per ogni <
o (wi +€) — x(t)| < M(wy — t);

cio & assurdo in base alla definizioneli

Dall'esistenza del limite4.7) concludiamo che: & prolungabile inv, (si ricordi 'Osservazione
2.2.1(a)): assurdo poiché al passo precedente & stato dimostrafe,c.; ) € massimale destrol]

Alcune conseguenze: condizioni per I'esistenza glot&lpponiamo ch® sia della formal x 2,
con/ intervallo aperto &) aperto diR”. Siaz: J — R™ una soluzione di4.1); supponiamo chd
sia unintervallo massimaleli esistenza.

a) Se esiste un compatto di 2 per il quale
x(t) €Y  perognit € J,

allora deve esseré = I: si ha cioeesistenza globale

Infatti z(¢), che rimane confinato i, non pud raggiungerés?, per cui I'unico modo di
soddisfare la condizion&(6) € cheJ = I.

b) SiaQ2 = R"™. Sef e limitata alloraJ = I (esistenza globale).
Infatti, fissatot, € I, per ognit € I si ha:

|2(t) — x(to)| <

/t f(s,z(s))ds| < M|t — to]. (2.11)

Ancora, la condizioneZ.6) daJ = I (vedi Figura2.4).
¢) SiaQ2 = R (n = 1) ed esistano due funzioni continug, u: I — R tali che
w <z <uy indJ. (2.12)
Allora J = 1.

Si noti che i casi(b) e (¢) si possono ricondurre al punta) poiché le stime4.11) e (2.12
assicurano che su ogni compatta/da = rimane in un compatto d2 = R™.

DEFINIZIONE 2.2.4 Inipotesi di unicita per i problemi di Cauchy?) indicheremo corx(-, ¢, zo)
I'unica soluzione del problemaX), definita nel suo intervallo massimale di definizione.

Se D & una striscia della forma x R™ conI C R intervallo aperto, il fatto che:(-, ¢y, z¢) sia
definitain tutto I comunque pres¢ty, yo) € D viene spesso espresso dicendo che esigtenza
globaleper I'equazione’ = f(t, x).
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z(to) + M|t — to|

Figura 2.4 - Se la funziong nell’equazioner’ = f(t,z) € limitata, allora la soluzione & confinata
nella regiongz — x| < M|t — to|.

Esercizi

1. Si valuti la massima ampiezza garantita dal Teor@xa3 per I'intervallo di definizione della
soluzione del problema di Cauchy:
x/ _ .T2
{ x(0) = xo.

2. Si dimostri quanto affermato nell’Osservazidh@.1

3. Sia f come sopra. S¢ e limitata in D, ogni soluzioner in un intervallo(a, b) ammette limiti
finiti

lim z(t) = z(a™) e lim z(¢t) =z(b7).

t—at t—b—
Se inoltref & o puo essere definita {ih, z(b~)) in modo continuo, allora: € soluzione diZ.1) in
(a, b]. Analogamente per I'estremo sinistio

4. Se D e della formal x R™ con[ intervallo e f & lipschitziana su tutt® nella seconda varia-
bile, uniformemente rispetto alla prima, come pud esseofig piu rapidamente, il Passo 3 della
dimostrazione del Teorenta2.2?

2.3 LEMMA DI GRONWALL

Il Lemma di Gronwall e le disuguaglianze differenziali di alisuccessivo paragrafo sono strumenti
che spesso permettono di ottenere stapeiori per le soluzioni di un’equazione differenziale; queste
possono dare luogo a risultati di esistenza globale in cgsioee con il Teorema.2.2
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Ci sara utile (per la dimostrazione del Lemma di Gronwal8rpettere la tecnica risolutiva delle
equazioni differenziali lineari del primo ordine, cioelideforma:

¥ +pt)r = q(t), (2.13)
dovep, ¢ sono funzioni continue su un intervallo
Siay: J — R una soluzione. Dett® una primitiva dip, moltiplichiamo entrambi i membri

dell’equazione per”’(*) e osserviamo che cosi facendo il primo membro non e aleglpte” (V2 (t)).
Pertanto, passando agli integrali indefiniti:

ePOp(t) = /ep(t)q(t) dt.

Concludiamo che la famiglia delle soluzioni &.(3 e data da:

z(t) = e M /ep(t)q(t) dt.

In particolare, consideriamo il problema

doveg e una funzione continua su un intervallpa: € R e a € un punto dil. Ricordiamo che la
formulazione integrale di questo problema e:

t
u(t) = a+ / B(s)u(s)ds. (2.14)
In base a quanto precede, la soluzione e data da:
u(t) = aela A ds, (2.15)

Il Lemma seguente risponde alla domanda: s&if4 vale il segno di disuguaglianza, anziché di
uguaglianza, lo stesso si riflette nella15?

LEMMA 2.3.1 (GRONWALL) Sial un dato intervallo €3 € C°(I), con3 > 0. Siaa un punto di
I e siau € C°(I) una funzione per la quale esistec R tale che

t
u(t) < a + / B(s)u(s)ds  per ognit € I.

Allora:
u(t) < aela #)ds per ognit € 1, cont > a.

DimostrazionePoniamo
t
R(t) :/ B(s)u(s) ds.
Allora (ricordiamo che3 > 0)

R'(t) = B(t)u(t) < B(t)(a + R(t)).
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Applichiamo alla disuguaglianz&’ (t) — 3(t)R(t) < «f(t) il ragionamento utilizzato poco sopra
per le equazioni differenziali lineari del primo ordine a3 la primitiva di 3 definita da:

B = [ sts)ds

Allora, moltiplicando pee—2®), si ha:

d, _ _
a(e B(t)R(t)) < af(t)e B,
Integriamo ora fraz et > a, tenendo conto ch&(a) = 0:

efB(t)R(t) < _a[efB(s)}t _

- a

—a(e”B® _1).

Concludiamoricavand®(t) < —a+ae?® e sostituendo tale stima nella disuguaglianza data come
ipotesi. O

OSSERVAZIONE 2.3.2 Se nel Lemma di Gronwall risultd < 0 allora la disuguaglianza(t) <

aexp(fat B(s)ds) vale per ogni € I cont < a, come si puo verificare ripercorrendo la dimostra-
zione sopra esposta.

Una stima dello scarto fra due soluzior8ia D un aperto diR”*! e f: D — R™ una funzione
continua e localmente lipschitziana nella seconda vdealmiformemente rispetto alla prima. Siano
x1,x2: J — R™ due soluzioni del’'equazione¢ = f(t, z) sullintervallo J. Siat, un punto diJ:
vorremmo stimare la differenza frai valori delle soluziomun istante > ¢, in funzione dello scarto
|x1(to) — x2(to)|. Fissatal' € J, conT > ty, sia Ly una costante di Lipschitz pgrrelativa ad un
compatto diD contenente i grafici diy e xs su[ty, T]. Poiché

x;(t) = z;(to) —|—/ f(s,xi(s)) ds (i=1,2),

to
per ognit € [to, 1] si ha

t

|z1(t) — 22(t)] < |z1(t0) — w2(t0)| + L7 t |z1(s) — 22(s)| ds.

Per il Lemma di Gronwall (conx = |z (to) — x2(to)| € 8 = Lr):
|21 (t) — 2(t)] < |21 (to) — x2(to)|elTEt0) (2.16)

Questa disuguaglianza da la stima cercata della differérazle due soluzioni in funzione della
differenza fra i dati iniziali. Come applicazione immediahostriamo un’efficace dimostrazione
alternativa dell’'unicitaglobalg rispetto a quanto gia visto nell’Osservaziché.5

SianoD e f come sopra e siano;: J; — R™ (i = 1,2) due soluzioni dell'equaziong’ =
f(t,z). Sexi(to) = z2(to) per qualchey € Ji N J; alloraz; = x2 suJi N J (e quindi &
individuata ununica soluzione”, definita su tutth U Js).

Infatti, fissataty € J := Jy N Jo, in ogniintervallofty, 7] C J vale la disuguaglianz&(16), quindi
|x1(t) — z2(t)| = 0 poiché|xy (tg) — x2(to)| = 0. Perivalori dit < ¢, si procede in modo analogo.
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2.4 DISUGUAGLIANZE DIFFERENZIALI

Il teorema che ora enunciamo € una formalizzazione da @te date due funzioni (scalati)e u,

se negli eventuali punti di intersezione dei grafici la permdedella prima € sempre inferiore a quella
della seconda, allora I'informazione che< « in un istantez permette di concludere che< u per
tutti i tempi successivi > a.

TEOREMA 2.4.1 (CONFRONTO) SiaD C R? aperto. Siaw: D — R una funzione continua
e localmente lipschitziana nella seconda variabile, umifemente rispetto alla primfd Siano
x,u: J — R funzioni di class&’! con grafico contenuto i e tali che

2(t) <w(t,z(t), u'(t) =w(t,ut))

per ognit € J. Siaa € J tale che
z(a) < u(a).

Allora
z(t) <wu(t) perognit € Jcont > a.

DimostrazioneSupponiamo che id esistaf > a conz(t) > u(f). Sia
to = sup{t € [a,1] : z(t) <wu(t)}.
Deve essere (teorema permanenza del segftp) = u(ty) ety < . Inoltre:
x(t) > u(t) perto<t<t.

In [to, t] risulta:
t

z(t) = z(to) +/ 2'(s)ds < z(to) +/ w(s,z(s)) ds,

to tO

u(t) = u(to) + / w(s,u(s))ds.

to

Sottraendo questa uguaglianza alla disuguaglianza peatedi ha:

x(t) — u(t) < z(to) — u(to) +/ (w(s,2(s)) —w(s, u(s))) ds.

to

SeK e un compatto dD contenente i grafici di,u| e Ly € una costante di Lipschitz perin

[tO )t]

K, allora: ) )
(1) — u(t) < LK/t l2(s) — u(s)| ds = LK/t (2(s) — u(s)) ds

(notiamo la necessita di lavorare in un intervallo in ¢(i) — u(t) > 0). Per il Lemma di Gronwall
concludiamo ched = 0)
x(t) —u(t) <0.

Cio e assurdo.d

12Questo risultato vale in realta, piti in generale, netitgsi che per I'equazione differenzialé = w(t, u) si abbia unicita
dei problemi di Cauchy, senza necessariamente richiediere soddisfi I'ipotesi di lipschitzianita (vedi, ad esempig])[
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OSSERVAZIONE 2.4.2 Risultati analoghia quello enunciato si ottengono invegdteopportunamen-
te le disuguaglianze. Ad esempiode) > u(a) deve essere(t) > u(t) pert < a; oppure, sempre
nellipotesiz(a) > u(a), sex’(t) > w(t, z(t)) allorax(t) > u(t) pert > a.

Come applicazione dimostriamo I'esistenza globale pevliezsoni del sistema di Lotka-\olterra:

x' = (o= By)x
(2.17)

y = (=7 +dz)y
Sia (z(-),y(:)): J — R? una soluzione, cod intervallo massimale di esistenza. Come si vedra
pit avanti, ed & immediatamente verificabile, poichéedaazioni son@utonomecioe in esse non
compare esplicitamente il tempda soluzione del problema ai valori iniziali con datd@jrpuod essere
ottenuta per traslazione temporale dalla soluzione chénasdo stesso dato al tempo Pertanto
supponiam® € J e poniamo:

z(0) = zo,  y(0) = yo.
E facile vedere che sg = 0 ez, # 0 allora la funzioney = 0 & soluzione della seconda equazione,

mentre la prima fornisce;
z(t) = moe™.

Analogamente sy = 0 eyo # 0.

Assumiamo ora (caso di interesse modellistico) ¢he> 0 e yp > 0. Per unicita deve allora
esserer > 0 ey > 0intuttoJ. Allora la prima delle due equazioni d& < ax; seu € la soluzione
del problema di Cauchy

u' = au(t),
u(0) = xo,
cioeu(t) = zoe™, per il Teorema del confronto deduciamo che
x(t) < wge™  perognit > 0 (t € J).
Di conseguenza la seconda delle due equazioni di Lotkaivalta:
y'(t) < o(t)y(t)  perognit € J,
dove si & posto(t) = —v + dzge®t. Applichiamo allora il confronto utilizzando la soluzionelel
problema
v'(t) = o(t)v(t)
v(0) = yo.
Notiamo chev € definita su tutt@® (I'equazione & lineare del primo ordine, con coefficiemiinque

definiti). Risulta pertanto:
y(t) <wo(t) perognit >0 (t € J).

Le limitazioni cosi ottenute per(t) e y(¢) assicurano, in base al Teore®2.2 I'esistenza della
soluzione per tutti i tempi > 0. Un ragionamento analogo pud essere svolto per dimostrare
I'esistenza globale per i tempi negativi (si inizi stimarldg mediante un’esponenziale).

COROLLARIO 2.4.3 SiaD = I x R C R? con/ intervallo aperto e siaf: D — R continua
soddisfacente la seguente condizione:

F(t.2)] < @(t) + (O] perogni(t,z) € D,

per opportune funzionp e ¢» continue e non negative su Allora I'equazioner’ = f(¢,x) ha
esistenza globale.
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DimostrazioneSiaxz: J — R una soluzione dell’equaziong¢ = f(t,z), conJ intervallo
massimale. Fissat € J diamo limitazioni perx(t) pert > to.
Per ipotesi:

a'(t) = f(t, (1) < o(t) +P(t)]x(t)].

Siawu la soluzione del problema:

Notiamo cheu(t) > 0 per ognit > t, poichéu(ty) > 0 ew’(t) > 0; allorau soddisfa, pet > ¢,
un’equazione differenziale lineare del primo ordine (itifa’ = ¢ + ), per cui risulta definita per
ognit € I cont > tg.
Applichiamo ora il Teorema di confront@.4.1conw(t, z) = ¢(t) + ¥(¢)|=|; dal momento che
z(to) < u(tp), abbiamo:
z(t) <wu(t)  perognit > to.

In modo analogo, per avere una stima dal basso osserviamo che

a'(t) = f(t,2(t) = —p(t) —@)|z(@)];

consideriamo poi la soluzionedel problema

{v’(t) = —p(t) = (t)[v(t)|
U(to) = _|33(t0)|'

La funzionew risulta non positiva pet > ¢, quindi risolve un’equazione differenziale lineare del
primo ordine per la quale vi € esistenza globale. Inolteg,ipTeorema del confronto risulta:

x(t) > v(t)  perognit > t.

I grafico diz € quindi confinato fra quelli dic e v, per cui abbiama = I (si ricordino i risultati
sull’esistenza globale discussi dopo il Teoretna 2. O

OSSERVAZIONE 2.4.4 |l corollario ora considerato ha portata piu generaleemdb in realta anche

per sistemi di equazioni (e non soltanto per incognite sdaton il medesimo enunciato (ofa =

I x R™). Una dimostrazione pu0 essere ottenuta mediante il Ledir@aonwall come segue.
Siaz: J — R™ una soluzione, cod intervallo massimale, e stg € .J. Occupiamoci dei tempi

t > to. Risulta:

0

o)) < latto) + [ 1 (sv(s))]ds
< latto)| + [ [els) + w()la(s)] ds

to

Dettob I'estremo destro di, fissiamot € (£, b). Dalla disuguaglianza precedente abbiamo subito,
per ognit € J N [to, t]:

lz(t)] < a+ M/t |z(s)]ds,

dove

a = |z(ty)| + (t — to) maxp, M = max1).
[t07t] [tO)t]
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Per il Lemma di Gronwall B
|J‘(f)| < aeM(t_tO) < aeJV[(t—tg)

per ognit € J N [to,t]. Ne segue che la soluziongimane in un compatto dk™ su.J N [tg, ], per
cui J deve contenergy, ¢| (si ricordino i risultati sull'esistenza globale discussipo il Teorema
2.2.9.

OSSERVAZIONE 2.4.5 Il Corollario 2.4.3 nella forma estesa di cui all'osservazione precedente, ha
una notevole applicazione al caso distemi lineari

2 = A(t)x + b(t),

con A matricen x n di funzioni continue su un intervallbeb: I — R™ continua.

2.5 DIPENDENZA DELLE SOLUZIONI DAI DATI

Usualmente un problema ai valori iniziali che modellizzafanomeno fisico-naturale, economi-
co, sociale, ecc. implica, implicitamente o esplicitaneenin’approssimazione dei dati ‘reali’: ad
esempio nel processo stesso di schematizzazione e neBalemrione degli eventuali parametri
sperimentalmente misurati che compaiono nel modello. Maspertanto naturale indagare come la
soluzione risente di una piccola variazione nei ‘dati’:atelamente al problem@P) (pag.23), ci
riferiamo alla dipendenza della soluzione dalla funzigne dal dato inizialet, o). E doveroso
mettere in evidenza che lo studio della dipendenza dellzsmie dai dati non € comunque dettato
solamente da motivazioni modellistiche, ma costituisaghardal punto di vista teorico un’istanza
di estrema rilevanza: basti pensare all'importanza deiguonenti di approssimazione nella pratica
matematica.

Nel risultato che segue si dimostra che la convergenza depicaettoriali corrispondenti a una
successione di equazioni differenziali e la convergenzdateiniziali assicura la convergenza delle
soluzioni.

TeOREMA 2.5.1 (DIPENDENZA CONTINUA) Sia(f;), unasuccessione difunzionicontine—
R™ e sia((tj, a:j)) una successione di punti dl. Supponiamo esistano

fo: D—=R"  (to,z9) € D
tali che
i) f; — fo uniformemente sui compatti dl;
ii) (tj,25) — (to, o)
1i1) la funzionef, & localmente lipschitziana i.
Siag¢, la soluzione del problema di Cauchy

' = fo(t,x)

{E(to) = X0

e supponiamo sia definita su un intervalig b].
Siag; una soluzione del problema

x' = fj(tvx)

$(tj) =Tj.
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Allora per j sufficientemente grandg pud essere definita ga,b] e ¢; — ¢, uniformemente in
[a,b].

OSSERVAZIONE 2.5.2 Il teorema vale in realta nell'ipotesi che il problema cleolve ¢, abbia
unicita, indipendentemente dall'ipotesi di lipschitziia (vedi, ad esempiof], Lemma 3.1, pag. 24).

OSSERVAZIONE 2.5.3 Si notino i casi particolari in cui la successiofig) o i punti (t;,z;) non
dipendano da.

Alla dimostrazione del teorema premettiamo un lemma, cleeigpa quanto gia contenuto nel
Corollario2.1.7, mettendo in evidenza I'uniformita dell’ampiezza deitérvallo di esistenza in pre-
senza di una limitazione uniforme pgrcio valeper ognisoluzione, indipendentemente dall'ipotesi
di unicita o della specifica costruzione considerata pmiodirare I'esistenza di una soluzione.

LEMMA 2.5.4 SianoK un compatto & un aperto diR" tali che
KCVccD.

SiaM > 0. Esiste allorac > 0 tale che, comunque prega D — R™ continua e comunque preso
(to,wo) € K, se|f| < M suV ex: J— R™ & unasoluzione di

' = f(t,x)
(2.18)
.T(to) = 2o
conJ intervallo massimale, allord 2 [tg — o, tp + o] e il grafico dix € contenuto in

[tofa,to+a]

V.

DimostrazioneChiaramente esistong b > 0 dipendenti soltanto dé( X, 0V'), tali che
R := Ry (to,yo) :=={(t,y) : [t —to] < a, |t —xo| <b} CV

comunque pres(y, zo) € K. Siaf: D — R" continua e tale chgf| < M suV. Mostriamo che
sex: J — R" € unasoluzione diX;18, conJ = (w_,w, ) intervallo massimale di esistenza, allora
J D [t() —a,ty + Oé], con
b
)
(e pertantay dipende soltanto d&’, V e M). Occupiamoci dell'intervalldty, to + o] (analogamente
si procede pefty — «, to)).

Sia

a = min(a,

t =sup{t € [to,w+) : VT € [to,t] (T,2(T)) € Ra(to,0)}

Se fosse = w, allora il grafico diz in [to,w.) sarebbe tutto contenuto iR, che & un compatto
di D: cio & assurdo. Pertanto< w,. Mostriamo chey + o < t. Supponiamo, per assurdo, che
t < tg + . Allora deve essere (vedi Figueas(b)

() — xo| = b;

ma per ogni € [to, t] risulta(t, z(t)) € R p(to, o), percui|f(t, z(t))] < M e
T

b= |2(F) — o] < / F(s, 2(s))| ds < MT — to| < Ma < b.
to

Allora deve essere> t; + a e quindi, essendo > t, anchev, >ty +a. O
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(to,xq
~——7 | Rap(to, x0)
T
to—a to+a 3 t to—a to+a t
(@) (b)

Figura 2.5 - Dimostrazione del teorema di dipendenza caatin

Dimostrazione(Teorema di dipendenza continua). Sidne V' aperti diD, con

graf ¢ CV'ccVccD.
[a,b]

Per(ii) possiamo supporre
(tj,z;) € V' perognij.

Poiché su risulta, in base all'ipotesii),
[fil < 1f5 = fol + [ fol < max |f5 = fol + mVaX|f0| - mVaX|f0| :

postoM = 1 + maxy- | fo| possiamo supporre che
|f;l <M inV perognij.

Applichiamo il lemma precedente cdh = v poich&M da una maggiorazione comune ad ogni
|£;|, esisten > 0 tale che

¢, e definitainft; — «, t; + o] per ognij

grafe; e contenuto ifi” per ognij.
[tj—at;+a]

A motivo della convergenza dj at,
(0% « . . .
[t —a,tj+a] D [to— 5 to + 5] perj sufficientemente grande

Mostriamo ora la convergenza uniforme — ¢ su tutto[to — «/2,to + «/2]. Occupiamoci di
[to, to + a/2] (@analogamente si procede gy — a/2, to]). In tale intervallo abbiamo:

0,(6) = dult) = 2 =0+ [ Fi(s05)ds =~ [ fols.onls) ds

=y = a0t [0 ay(s) s+ [ [15.6,(5) = ol do(s)] ds

da cui

to+o/2
|05 (t) = ¢o(t)] < [xj — ol + Mlto — ;] +/t (s, ¢5(s)) = fols, ¢j(s))ds
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+ ) | fo(s, @j(s)) — fo(s,do(s))|ds.

Per la convergenza uniforme flj a f, in V' (in cui stanno i grafici dip;), risulta:

to+a/2
/t 155, 65()) — fols, b5(s)] ds

< —max|f; — fo| :=0; — 0 pern — +oc.
v

[\

Inoltre, per la locale lipschitzianita g suV:

/t [fo(s,¢5(s)) = fo(s,¢o(s))|ds < Ly ) ¢5(s) — do(s)|ds,

con Ly costante di Lipschitz pef, suV’. Allora

|95 (t) = ¢o(t)] < oj + Lv ) ¢5(s) — do(s))] ds,

con
o = |xj—$0|+M|tj—to|+Uj — 0.

Per il Lemma di Gronwall:
(1) — ¢o(t)| < azelv 1) < efve/2 0 pern — +oo.

Quindi¢; — ¢ uniformemente irfto, to + /2.

Il procedimento seguito per dimostrare che pesufficientemente grande le funzionj sono
definite in[to — /2, to + /2] e che su tale intervallo convergono uniformemente puo essere
ripetuto a partire dagli estremj + «/2: I'ampiezza« € infatti indipendente dal punto iniziale
considerato. Allora, con un numero finito di passi si ottigoanto asserito.[

Dal Teorema precedente si pu0 ricavare con facilita ilsege risultato.

SiaF unapertodR x R™ x R™ e f: F — R™ una funzione continua. Si considerino i problemi

di Cauchy

= f(t,z,\)

(2.19)

x(to) = xp.
Supponiamo che per oghila funzionef (-, -, A) sialocalmente lipschitziana (nella seconda variabile,
uniformemente rispetto alla prim&). Pertanto il problema219 ammette soluzione unica, che
indichiamo con

x('a th £, )\)

Sia(w_(to, zo, ), w+(to, zo, A)) il suo intervallo massimale di esistenza.

TEOREMA 2.5.5 La funzionew_(to, zo, A) [w+(to, z0, A)] € Semicontinua superiormente [infe-
riormente], I'insieme

E= {(t,t(),ﬂfg,)\) : (toaxﬂa A) € F’ w—(tﬂaajﬂv)\) <t < w+(t07x07 A)}

B3n realta, come per il Teorema di dipendenza continuaptarsufficiente I'ipotesi che i probleni2 (19 abbiano unicita.
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e aperto e la funzione
€Z: (tv th Zo, )\) = x(tv th Zo, )\)

€ continua ink.

Ladimostrazione utilizza la continuita (uniforme) gatitandal Teorem&.5. 1rispetto alle variabil{to , zo, A): assiemealla
continuita in¢ si ottiene la continuita dit, to, zo, A) — (¢, to, zo, A). |l fatto cheF sia aperto discende dalla semicontinuita
delle funzioniw_ ew (per questa dimostrazione siveda], Theorem 2.1 pag. 94 €], Capitolo 1, Theorem 3.4 e Theorem
3.1).

OSSERVAZIONE 2.5.6 Il teorema precedente contiene, in particolare, la seguatsione del Teo-
rema2.5.1 Datitg,zo €\, Se€la,b] € un intervallo contenuto il(w, (to, o, No), w4 (o, To, /\0)),
la semicontinuita divy assicura I'esistenza di un intorid di (¢o, zo, Ao) tale chey(-, 7, z,A) &
definita almeno ifa, b] per ogni(r, z, \) € U; inoltre, potendosi chiaramente suppadifehiuso, la
continuita (uniforme) dic sufa, b] x U da:
lim x(t, 7,2, \) = z(t, 10,90, o)  uniformemente per € [a, b].

(7,2,A)—(to,y0,M0)
OSSERVAZIONE 2.5.7 La regolarita della funzione(t, to, zo, A) di cui al Teorem&.5.5dipende
da quella della funziong¢ non solo a livello di continuita; ad esempio, la differaatzlita continua
di f assicura la differenziabilita continuadjt, to, xo, A) (si veda, ad esempid3], Th. 3.3).

Dipendenza continua e stabilit€onsideriamo il caso in cui 'equazione differenziale= f (¢, x)
presenti la funziong definita su tuttdR x R™. Supponiamo inoltre di essere in ipotesi di unicita per
i problemi di Cauchy

= f(t,x)

{E(to) = X0
e indichiamone con(-, to, zo) la soluzione. Supponiamo inoltre che la funzione nullasiazone.
Daticomunqué, € ReT > 0applichiamoirisultati visti sulla dipendenza continuiértlervallo

[to, to+T], al variare del dato iniziale, (si ricordi, in particolare, 'Osservaziore5.9. Esiste allora
un valored(7') > 0 tale che sexo| < 6(7") la soluzionex(-, to, xo) € definita su tuttdto, to + 7).
Inoltre x(-, to, o) converge uniformemente alla funzione nulla (che & la sohecorrispondente al
dato(to, 0)) perzg — 0. Quindi (vedi Figura2.6), fissatit, e T

per ognie > 0 esisted(T,e) > 0 tale che sdzo| < §(T,¢) allora la soluzionex(-, to, z0) €

definita su tuttdto, to + 1) e |x(t, to, zo)| < € per ognit € [to, to + 1.

E istruttivo verificare questo fatto nel caso dell'equazion
xr =X .

Sappiamo che la soluzione con datp# 0 perty, = 0 & data da:

1
(1/.TQ) — t.
Datie > 0 eT > 0 abbiamo esistenza $0, 7’| sexy < 1/T, mentre la condiziong(t, 0, zo)| < €
per ognit € [0, T] & verificata sexy| < d, cond tale che

! < ciogd < L
— <g, .
(1/6) =T lyT
Al crescere dil" o al decrescere dil'ampiezzas dell'intorno di0 in cui prendere il dato iniziale per
avere una soluzione vicina alla soluzione nulla a menodiiminuisce e tende a zero. Quindi per
I'equazioner’ = z? non & possibile generalizzare il ragionamento precedsfitetervallo [0, +00).
Si cerchi di visualizzare la situazione in un grafico.

La dipendenza continua dai dati iniziali su intervallirlitati € una proprieta molto rilevante su

cui torneremo: la cosiddetta proprietastiabilita.

x(tv 07 IO) =
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z A

(to, o)

| ¢

to

to+ T

Figura 2.6 - Dipendenza continua dal dato inizigje

2.6 SISTEMI AUTONOMI: GENERALIT A

Consideriamo un sistema autonomo di equazioni differdinzia
2 = f(z) conQ apertodiR” e f: 2 — R" continua (2.20)
(il campo vettorialef non dipende dalla variabile temporale (vedi pag)). La prima proprieta da

mettere in evidenza per un sistema siffatto e la seguente:

Sex: J — Qe&unasoluzione, alloratale & anche ogni sua traslaziengioraler - (t) := x(t—7)
(pert € J + 7).

(Abbiamo gia incontrato questa caratteristica dei sis@monomi nel; 1.1 studiando I'equazione
logistica). Infatti:

() = 't —7) = fla(t — 7)) = flar(1)).

Ricordiamo che, secondo la Definizioh@.4 sef e tale da assicurare I'unicita per i corrispondenti
problemi di Cauchy, com(-, to, zo) indichiamo la soluzione del problema di Cauchy con dati
to, definita nel suo intervallo massimale di esistenza. Allanaroprieta ora dimostrata implica che

Qf(t, tOv .’,U()) = x(t - th 07 .’,U()). (221)

Pertanto, per i sistemi autonomi e sufficiente consideiefanzionez (¢, 0, x), cioe considerare,
per ogniz, € €, la soluzione per la quale(0) = z,. Indichiamo con(w_(z), w4 (z0)) il suo
intervallo massimale di esistenza.

DEFINIZIONE 2.6.1 La funzioney definita dap(t,z9) = x(¢,0,20) € dettaflusso(o sistema
dinamico) associato all’equazion2.g0.

PROPOSIZIONE 2.6.2 Valgono le seguenti proprieta:
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T2

(61

)

T ()

Figura 2.7 - Lorbita della soluzione(-) & la proiezioney del grafico diz(-) sullo spazio degli stati.

a) LinsiemeE = {(t,2) e R x Q: w_(x) <t <wi(z)} &apertoep: E — Q e continua.
c) ¢(t,o(s,2)) = ¢(s +t,2).

DimostrazionePer la prima proprieta si veda il Teorerid.5 mentre la seconda & immediata
per la definizione stessa @i Per la terza proprieta basta osservare che le funzifnip(s, z)) e
(s + -, z) sono entrambe soluzioni del problema con dato inizidle =), quindi coincidono. O

Fissator € €, la funzionet — ¢(t, z) porta lostatox del sistema modellizzato dall’equazione
differenziale nel nuovo statp(t, =), che rappresenta I'evoluzione del sistema dopo che edrssc
il tempot¢. Diciamoorbita di un puntoz, € Q I'immagine della soluzione(-, xzp). Altrimenti
detto, le orbite sono le proiezioni dei grafici delle solugisullo spaziaegli statio delle fasiR™. Se
interpretiamo “cinematicamente” una soluziat{e) come legge oraria del moto di un punto, I'orbita
individuata dar (detta anche orbita della soluzionenon € altro che I'insieme delle posizioni assunte.
Notiamo che, se; € tale chef(x¢) = 0, alloraz(t) = z( € soluzione €z} € un’orbita.

PROPOSIZIONE 2.6.3 Valgono le seguenti proprieta:
a) due orbite distinte non possono avere alcun punto in comune.

b) sex: J — Q & una soluzione non costante, allora & necessariamereunvaregolare cioé
x'(t) # 0 per ognit € J.

Dimostrazionea) Sianoy; e~: due orbite, corrispondenti alle soluziori e 22, rispettivamente.
Se fosse
' (t;) = 2%(t2)  peruna coppidy, t, (nei rispettivi domini),

allora
u(ty) = 2*(t2),  conu(t) :==a' (t — (ta — t1)).

La funzioneu & soluzione, per cui = z2 e quindi le orbite diz! e diz? poichéu & una traslata
temporale di'.
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b) Se esistessigy € J conz’(ty) = 0 allora dovrebbe essere

0=a'(to) = f(x(to)),

quindizy := xz(ty) sarebbe tale chg(xy) = 0: l'orbita di = e quella della soluzione costante con
valorex dovrebbero coincidere perché presentano un punto in cemah

OSSERVAZIONE 2.6.4 Dato un sistema in forma normale
2 = f(t,z), (t,z) € DCRxR", (2.22)

e possibile trasformarlo in un sistema autonomo a pattoihentare il numero delle equazioni. Piu
precisamente, denotando cof-) le componenti diz(+), si ha che: i grafici delle soluzioni d2(22
sono tutte e sole le orbite del sistema (autonomo)

xy =1
{ffng(foax), i=1,...,n (2.23)
nellincognitaX = (zo,z) = (zo,21,...,2,) € R"". Infatti, & evidente che se: J — R"

risolve 2.29 alloraX : t — (t,z(t)) : J — D & soluzione diZ.23, e il grafico diz(-) & I'orbita di
X (-). Viceversa, s&X = (zq,z): J — R"*1 & soluzione diZ.23, allorax{(t) = 1, per cui esiste
T € R tale chery(t) =t + 7; di conseguenza 'orbita d¥ &

{((zo(t),z(t)) eR™ s teJ}={(s,z(s— 7)) eR"™: s€J+7}=graphe.,
dovex,: t+— x(t —7):J+ 7 — R". Poiché

ar(t) =a'(t —7) = f(zo(t — 7),2(t — 7)) = f(t,2:(¢)),
la funzionex, € soluzione diZ.22.

Nello studio delle orbite del sistema.0), le particolari rappresentazioni parametriche fornite
dalle soluzioni del sistema stesso perdono la loro cetardhfatti, dal punto di vista della geometria
delle orbite, non e rilevante la velocita con cui sono pese (il che e specificato dalla rischiesta
chez/(t) = f(x(t))); cosi, sey & l'orbita individuata dalla soluzione: (a,b) — €, € naturale
considerare la classe delle rappresentazioni paramettichequivalenti ax (le riparametrizzazioni
di z), cioe la classe delle funzioniper le quali esiste una funzione («, 3) — (a, b) di classeC"?,
invertibile con inversa’!, per la quale:

u=2zxo1.

Risulta
w =Af(u), con\=1'

La funzione) & continua e mai nulla, per cui l'uguaglianza= ) f(u) traduce il parallelismo fra il
vettore tangente’ e il campo assegnaif Inoltre caratterizza le riparametrizzazioni delle sz
di (2.20. Piu precisamente vale il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 2.6.5 Siconsideri il problema

'/ f(u) (2.24)

ciog il problema della determinazione delle funzieniJ — €, con.J intervallo diR, di classeC
per le quali esiste\ € C°(.J) mai nulla e tale che

u = Af(u) inJ.

Le soluzioni di .24 sono tutte e sole le riparametrizzazioni delle soluziarfed20).
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DimostrazioneGia abbiamo visto che se € una riparametrizzazione di una soluzione allora
u’ = Af(u) per un'opportuna continua e mai nulla. Viceversa, siauna primitiva diA. Allora
1 € invertibile, con invers&', e si controlla immediatamente chie= u o ¢»~! & una soluzione di
(2.20. O

Il problema .24 viene anche espresso mediante la scrittura seguenteytii@zamo la variabile

z in luogo dellau):

fix) — folz) fu(@)’

Riprenderemo questo problema, per il case 2, nel§ 3.7.
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Capitolo 3

TECNICHE ELEMENTARI DI INTEGRAZIONE

In questo capitolo prendiamo in considerazione alcunddgie di equazioni per le quali sono stati
sviluppati metodiad hoc(equazioni a variabili separabili, omogenee, di Bernousitemi preda-
predatore, ...) e che forniscono spesso casi modello @tiligpcomprensione degli sviluppi della
teoria.

L'appendice A contiene una breve esposizione della coonédi ottimalita per funzionali che va
sotto il nome dEquazione di Eulerosi tratta di un’equazione differenziale da cui traggongioe
molti esempi rilevanti.

Nell'appendice B si richiama il concetto di forma differéaie lineare.

3.1 EQUAZIONI A VARIABILI SEPARABILI
Si tratta di equazioni scalari della forma

o =g(t)h(z) geC'(I), he C'I), (3.1)
con I e I, intervalli aperti. Osserviamo subito che le funzioni costahe assumono uno degli

eventuali zeri dih sono soluzioni dell’equazione differenziale.
Sia oraxr una soluzione di3.1), su un intervallo/ in cuit — h(x(t)) € non nulla; risulta:

2/ (t)=g(t) perognit € J, (3.2)

h(z(t))

e quindi, passando agli integrali indefiniti di entrambi inai:

1 , _ )
/Wx (1) dt = /g(t)dt,

guest'ultima uguaglianza puo anche essere riscritta come

(/%df)gzm - /g(t) at  (te.).

In tal modo viene individuata implicitamente la soluziansu J.
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Piu precisamente, dettg un punto diJ e postary = x(to) (per cuih(zo) # 0), definiamo

S |
H(w):/%%df,

per ogniz nella componente connesSadi A1 (R \ {0}) contenente; e sia

G(t) = /tg(r) dr  pert e I.

to

Allora, integrando lag.2) fraty et € J, risulta:
H(z(t)) =G(t) perteJ.

Poiché sW la funzioneH & invertibile con invers&'! (essendo la derivatg/h mai nulla), quest'ul-
tima equazione individua univocamentsu .J:

z(t)=H '(G(t)) perteJ. (3.3)

Analizziamo ora la funzione a secondo membro. Linsievhe= H(U) € un intervallo aperto in
quantoH, come detto, & di class€!, invertibile e con invers&'*. La composizione dG con
H~':V — U edefinitainG=1(V): pertanto la componente connesgali G~ (V) cui appartiene
to contieneJ e costituisce quindi il pitt ampio intervallo contenergen cui estendere la soluzione
y con la condizione ché o y non si annulli (vedi 7]).

Riassumendo:

Dato (to, o) € I1 x I2 conh(zo) # 0, risulta univocamente individuato un intervallig che
risulta essere per ogni soluzionalell'equazione §.1), cony(to) = yo, il pillampio in cuiz pud
essere definita coh o = # 0; in tale intervallo queste soluzioni sono univocamenteviddate
dall’equazione

OSSERVAZIONE 3.1.1 Le considerazioni sopra esposte tengono conto della plissdhe I'equa-
zione non presenti unicita per i corrispondenti problen€duchy: due soluzioni che coincidono in
un puntot in cui h(zg) # 0 devono coincidere fintanto che si mantengono diverse daenodi/.
Puo essere utile pensare all’'esempio

a = \% |.T|,

che presenta le soluzioni

ro = 0, 331:{

EsemMPI 2/ = 2te™ %, 2/ = —2t(x —1),2' = x(x — 1), 2’ = ta(z — 1), { i

t—c)?> set>c
(
1(t—c)? set<c’

O x|
(S

t—c)? set>c -
€To =
set<c’ 2

.t ) 3
ev 41 =1
0) =0 , T T2,

3.2 EQUAZIONI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

In occasione dello studio del Lemma di Gronwall abbiamaigg@ntrato le equazioni della forma
¥ +pt)r = q(t), (3.4)

dovep e ¢ sono funzioni continue su un intervallo
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Detta P una primitiva dip, la famiglia delle soluzioni & data da:

z(t) = e PO /ep(t)q(t) dt.

Osserviamo che se= 0 allora la 8.4) diventa un’equazione a variabili separabili, le cui sz
sono:
z(t) = Ce P®  alvariare diC € R.
Mostriamo ora come da queste sia possibile ricavare I'aleggenerale della3(4). Al riguardo
utilizzeremo il seguente risultato di struttura.

PropPOsIZIONE 3.2.1 Ser e unafissata soluzione dell’equazioBe] tutte e sole le soluzioni della
stessa equazion8.4) sono esprimibili nella forma
r==x,+ 7T,

al variare diz, fra le soluzioni del’'equazionemogenea associata+ p(t)z = 0.

DimostrazionelLa dimostrazione & immediata conseguenza del risultatoessivo, applicato
all'operatordineare
L:CYI) - C%I), Lr=a"+pt)r. O

PROPOSIZIONE 3.2.2 SiaL: V — W un'applicazione lineare fra spazi vettoriali. Sipe W e
T € V tale cheLz = ¢. Allora
L™ Yq) =LY 0) +Z.

DimostrazioneUn elementar sta inL~!(q) se e solo séx = ¢ = Ly, cioeL(z — 7) = 0. Ma
cio significa cher —z € L=1(0), ciogéz € L=1(0) +z. O

Una soluzione cosiddettzarticolarez dell’equazione completa8(4) puo essere ottenuta dall’e-
spression&'e (") dell'integrale generale dell'equazione omogenea meedidmhetodo divaria-
zione delle costanti arbitrarieche consiste nel cercare una soluzione nella forma

z(t) = O(t)e F®),
conC(t) funzione da determinare. Deve allora essere:
C'(t)e” P — C(t)e ™ "Wp(t) + p(t)C(t)e™ " = g(t),
da cui
C'(t) = q(t)eP’®,
Per integrazione si ricava una possibile funzid@rfiead esempio, s& €& un punto di/, possiamo
scegliere

O(t) = / t q(s)ef’® ds.

to
Quindi I'integrale generale dell’equazion&{) diventa (X' costante arbitraria):

t
x=Ke T® e_P(t)/ q(s)eP®) ds

to

t
=e PO [K +/ q(s)ef® ds]

to
0 / g(1)eP D dt, (3.5)

coerentemente con quanto gia noto.
EseMPI 2/ = 22 + 5, 2’ + H%a: = sint.
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3.3 EQUAZIONI DI BERNOULLI; EQUAZIONE DI RICCATI

Sono dette di Bernoulli le equazioni della forma
' +p(t)r =q(t)z*, «a€R,

conp eqfunzioni continue su unintervallh Sea = 0 o« = 1I'equazione siriduce ad un’equazione
lineare. Sex > 0 vi & la soluzioner = 0. In ogni caso le altre soluzioni si ottengono dividendo per
x—oz

e +p(t)e' ™ = q(t)
e ponendo

=X

Infatti risultaz’ = (1 — o)z~ *2’ e quindi 'equazione si trasforma nella

1
mzl +p(t)z = q(t),

che e un’equazione lineare.

Esempio Determinare la curva = (z) del pianazy per la quale il punto medio dei segmenti di
normale aventi un estremo sulla curva stessa e I'altroassdEr si trova sulla parabola di equazione
x = y?. [Si ottiene 'equazione’ — ¢ = —2x/¢].

Un caso classico in cui si giunge ad un’equazione diffeadazii Bernoullie quello deléquazione
di Riccati Si tratta di un’equazione della forma

' =a(t) + b(t)x + c(t)z?, (3.6)
cona, b e ¢ funzioni continue su un intervallb.

OsSERVAZIONE 3.3.1 Notiamo come il secondo membro costituisca la piu sempla@inearita
in z, ottenibile, ad esempio, sviluppandodn= 0 una funzioner — f(¢,x). Inoltre, osserviamo
anche che se utilizziamo la variabilendividuata dalla relazione:

1 d
t)=——=—1 t
o(t) =~y g 108
e immediato verificare che I'equazione soddisfatta.dalineare del secondo ordine (a coefficienti
variabili).

Si verifica immediatamente che se € nota una soluziodie(3.6), la posizioneu = x — T da
un’equazione di Bernoulli im:

u' — (b(t) + 2¢(t)T)u = c(t)u’.

EsEMPIO ) )
= T (; +2)z + ta?
Una soluzione e data d&t) = 1/t¢. La sostituzione: = = — 1/t porta all’equazione di Bernoulli
(cona = 2):
/ 1 2
u + ;u =tu”,
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la quale, con la sostituzione= 1/, si trasforma nell’equazione lineare

Esempio Per ognia € R consideriamo I'equazione
o+ =12+ (3.7)

Sea = 1lafunzionez(t) = ¢ € soluzione; cid permette di applicare il metodo riseloile soluzioni
. 2 . . . -
saranno espresse tramyftée*S ds). Per un generico valore di osserviamo che la posizione

a+1
x4+t

u(t) =1t+
trasforma I'equazione3(7) nella seguente:
u +u? =12+ (a+2).

Sitratta della stessa equaziofieff, ma conx+ 2 in luogo dic. Poiché pery = 1 & notala soluzione
Z(t) = t, cio consente di ricavare una soluzione particolarenper 3:

2 1
t+

ﬂ(t):t-f—mz ;

Quindi 'equazione .7) & risolubile per ogniv dispari.

3.4 EQUAZIONI DI TIPO OMOGENEO
Si tratta di equazioni della forma
;Y .
y =g(=) (g continua)
x

(qui chiamerema: la ‘variabile indipendente’, per cui = y(z)). Si risolve ponendo

Infatti, y = zz ey’ = z + 2/, per cui I'equazione diventa:

PVIOEE)
x

che & a variabili separabili.

ESEMPIO 3 = Tty (le soluzioni sono archi di spirale logaritmica).
r—y

Equazioni di tipo omogeneo generalizzato
a) Per equazioni della forma

y' = glax +by) (g continuaa, b costanti)
dove, chiaramente possiamo suppaéree 0, la posizione

z(z) = ax + by(x)
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conduce all’equazione:
2 =a+bg(2),

che & a variabili separabili.
b) Consideriamo ora equazioni della forma
, ar +by +c
y = g ! / /
a'x+by+c
cong continua.
Se s, é), = 0 allora si puo0 scrivere, ad esempidg + b’y = A ax + by), per cui si ricade nel
caso precedente.

Sia pertant#j, 5, # 0. In tal caso le equazionix + by + c = 0ead’z + b'y+ ¢ = 0sonole

equazionididue rette incidenti: Siao, yo) il loro punto diintersezione. Eseguiamo un cambiamento
di variabili che porti I'origine in(zo, yo), in modo da ricondursi al caso in cui 'argomentogdsia
guoziente di due polinomimogenei Poniamo:

t=r—m0, U=Y—Yo;
cio significa considerare come nuova incognita la funzieft¢ = y (¢t + zo) — yo. Pertanto:

a(t +x0) +b(u+yo) +c \ at + bu
a(t+zo) +b(ut+yo)+c ) T \at+bu)’

W)=y ({t+z0) =g (

poichéazq + byy + ¢ =0 ea’zy + b'yo + ¢’ = 0. Allora 'equazione puo essere riscritta come:

;o a—+ b(u/t)
“=9 <a’+b’(u/t) ’
che e di tipo omogeneo.

y—x—2

ESEMPIO 3 =
y+x

3.5 EQUAZIONI DEL TIPO F(y,y’) = 0 E DEL TIPO F(z,y’) =0

Consideriamo equazioni della forma
a) F(y,y)=0; b) F(x,y') =0

dovey = y(z) (trattiamo assieme i due casi fin dove possibile). Cerchidimizolverle mediante
un cambiamento di variabile = z(s). Piu geometricamente, detta J — R una soluzione,
cerchiamo di individuare una rappresentazione paranaetiét grafico diy: sex = x(s), al variare
di s in un opportuno intervalld, I'ordinatay del corrispondente punto del graficaje= y(z(s)).
Con notazione impropria, ma significativa, ponianie) := y(z(s)). Per evitare equivoci denotiamo

con d_y la derivazione di, rispetto alla variabile, mentrey’ indica la derivazione rispetto:a Per
as
ognis € I deve essere

a) F(y(s),y'(x(s))) = 0;  b) F(a(s),y'((s))) =0
Possiamo esprimere queste uguaglianze dicendo che, atterdik € 1,

a) s = (y(s),y'(x(s)));  b) s (x(s),y/((s))) (3.8)
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forniscono rappresentazioni parametriche di un &tcdella curva di equaziong' = 0 (nel piano
yy' 0 zy’, rispettivamente). Supponiamo sia nota una rappresem@piarametrica

y=Afs) | = A(s)
2 {y —B) Y {y — B(s) (3:9)

ditale arcaos’. Cerchiamo di determinare il cambiamento di variakile) in modo che la rappresen-
tazione 8.9 coincida con la§.8); quindi richiediamo che sia:

a) {y(S) = A(s) Wi {x(S) = A(s

y'(a(s) = B
Allora: q d
==y (3.10)

Nel caso(a) questo da:
quindi, ricavanda’(s) e integrando,
_ [A)
x(s) —/ B0s) ds.

La coppia(z(s),y(s)) fornisce, chiaramente, una rappresentazione parameleicgrafico della
soluzione:

[
o T = ) B d
y=1y(s) = A(s)

Nel caso(b) la (3.10 da invece

dy _ /
1= B(s)A'(s)

per cui il grafico della soluzione & rappresentato da

y=y(s) = [ A'(s)B(s)ds.

OSSERVAZIONE 3.5.1 Sottolineiamo come le espressioni pg€k) e y(s) sono ricavate dall’'ugua-
glianza 8.10:
dy dydw

ds  dz ds
tenendo conto delle rappresentazioni parametrigt# ell’arco% della curva di equaziong = 0.

Esempio (Brachistocrona o problema della piu rapida discesaadntBernoulli - 1696)

Dati due puntiP; e P» in un piano verticale (il primo a quota maggiore), determgniicammino
liscio che li congiunge lungo il quale un punto materialedizda da?; a P> per effetto della sola
gravita nel piu breve tempo possibile (Figurd).

SianoP; = (z1,y1) € Po = (22, 92), CONxzy < T3 €Y1 > Yo, € Sid

{oz
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Y

Figura 3.1 - Il problema del cammino di piu rapida discesa

la legge oraria del moto del punto. Supporremo che la curgaridta sia grafico di una funzione
u: [z, 22] — R.
Se assumiamo che il tempoe= 0 corrisponda alla posizione inizialg , lo spazio percorso fino

allistantet & »
s(t) = / V14w (x)?de.
z1

Pertanto la velocita (scalare) &
u(t) = V14w (x(t)?2' (t),
da cui
t
Py = —2D (3.11)
VI (a(t)?
Del resto possiamo calcolaveutilizzando la conservazione dell’energia:raee la massa del punto
evy = v(0) la velocita iniziale, allora

%mvg +mgy: = %mv(t)2 +mgy(t)
da cui, tenendo conto chgt) = u(x(t)),
v(t)? = vg + 29y1 — 2gu(x(t))
=2g(H —u(z(t))), conH = % +y1.
Sostituiamo nella3.1]) e otteniamo
29(H — u(x(t)))
14w/ (z(t))?

Possiamo assumere che la funziaiig sia invertibile; per I'inversa’(x) risulta

2 (t) =

1 1+ u'(2)?
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Il tempo impiegato per percorrere I'arco ff3 e P, si ottiene ora per integrazione:

T,
”W/ NETO

Come verra maggiormente dettagliato in appendice a quegtitolo, leeventualisoluzioni del
problema di minimo per il funzionale

I )~ VI u@?
u)—/gg1 fu(z),u'(x))dz, conf(u,u) H —u(x)

rendono costante la funziorféu, v’) — ' f,/(u,v’) (vedi Osservaziond.7.13). Un calcolo diretto
porta cosi alla condizione:
(H —u)(1+u?)=c* (ccostante).

Si tratta di un’equazione della fornfa(u, v') = 0.
Seguiamo il metodo di risoluzione sopra delineato. Unaneggntazione parametrica della curva
(H—u)(1+u?)=c%e:

1
— = H — =c*(1 +coss) =: A(s)
2 2 s € (—m,m).

Pertanto

Al(s) 9 98 c? .
— — 22 de = = .
x(s) /B(s) ds=c /cos 2ds 2(54—51115)4—[(,

con K costante arbitraria. Quindi:
02
x=K+ E(s—l—sins)
02 ’
y=H — 5(1 + cos )
o anche:
x=K+r(s+sins)
conK € R er > 0 arbitrari.
y=H —r(1+coss)

Si tratta delle equazioni parametriche di uoide, cioe del luogo delle posizioni assunte da un
punto fissato su una circonferenza di raggguando viene fatta rotolare su una retta come in Figura
3.2 Le coordinate del punto dopo la rotazione di un angbtmme in figura sono date da

x=rd—rsingd =r( —sind), y=r—rcost=r(l—cos?);
il cambiamento di parametrd = 7 + s da (a meno di una traslazione)

x =r(s+sins),

y = (1l + coss).
Rispetto a questa curva I'arco di minima discesa & capoyelopportunamente traslato).
OsSERVAZIONE 3.5.2 Notiamo esplicitamente che il procedimento ora svolto moplica necessa-
riamente che la funzione individuatarisolva il problemanitimo, in quanto le considerazioni sopra

esposte non garantiscono che esista il minimo del funzédfialLa questione non & immediata: il
lettore interessato puo consultare, ad esempjo, |
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o

Figura 3.2 - Cicloide: le coordinate @i sonox = r — rsind ey = r — r cosv

3.6 EQUAZIONE DI CLAIRAUT

Si tratta di equazioni cui si perviene spesso nella deteamidme di una curva mediante imposizioni
di condizioni sulla retta tangente. Sono equazioni deltenfo

y=uzy +9), (3.12)

cong di classeC?.
Sey & una soluzion€?, derivando entrambi i membri del’equazione otteniamo

y//(x+g/(y/)) — 0;

quindiy” = 0, cioéy’ = C' costante, oppure+ ¢’'(y') = 0. Nel primo caso la costanté individua
subito la soluzione a partire dall’equazione stessa:

y=Cx+g(C), CeR. (3.13)

Si tratta di una famiglia di funzioni lineari che effettivamte sono soluzioni. La condizione+
J'(y') =0, cioex = —¢'(y’), assieme all’equazione stessa da:
{x =—9'(y) .
y=-v9'W)+9)’
cio suggerisce la curva in forma parametrica:

z=-g'(t)
{ y=—tg'(t) +g(t)" (3.14)

Negli intervalli in cuig’ & invertibile si verifica che questa definisce effettivateaima soluzione
dell'equazione data. Infatti possiamo eliminare il partnméricavandolo dalla prima equazione e
ottenere cosi per la funzione

, dy dx —g'(t) —tg"(t) + ¢’ (1)
= — /) — = :t
v=a/a :

—g"(t)
per cui 'uguaglianza = —tg'(t) + g(t) assieme a = —¢'(t) day = =y’ + g(v/).
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Si puo dimostrare che la curv&.(9 e l'inviluppo dei grafici (rette) della famiglia3(13 di
soluzioni.

ESEMPIO y = 27/ + 92,
Si ottiene la famiglia di rette

y=Cz+C? (CeR).

r=—2t

y=—t
che in forma cartesianaye= —x2 /4: & facile verificare che la famiglia delle rette tangenti@sta
parabola & proprio data de= Cz + C? al variare diC € R.

La curva B.14) diventa:

3.7 EQUAZIONI DIFFERENZIALI E FORME DIFFERENZIALI

Riprendiamo le considerazioni fatte rfgl.6, in particolare il problema sintetizzato dall’equazione
(2.29, nel cason = 2. Data la funzione continui = (g,h): 2 — R? (con( aperto diR?),
consideriamo il sistema autonomo

{W=g@w)

y = h(z,y)’

e il problema della determinazione delle curvélmncui vettori tangenti siano in ogni punto paralleli
al campof in quel punto, richiesta espressa dall’'uguaglianza:

dz dy
i@y Wag) (3.15)

A questa situazione puo essere ricondotto anche il caseadsimgola equazione scalafér) =
f(x,y(x)), considerando il sistema (vedi Osservaziar4

{f@:1
y'(t) = fz(t), y(t))

nel senso che i grafici dell’'equazione sono le orbite de¢sist
L'equazione 8.15 pud formalmente essere riscritta come

h(z,y)dx — g(z,y)dy = 0. (3.16)
Nel caso dell'equaziong = f(x,y), cioedy/dz = f(z,y), questa diventa
f(z,y)de — dy = 0.
Il significato dell’'uguaglianza3.16) & precisato dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3.7.1 Siau = (z,): J — Q unacurvaregolare di classé! e tale chef o u non
si annulli mai. Allorau soddisfa 8.15 se e solo se

h(x(t),yt)x' (t) — g(z(t),y(t))y'(t) =0  perognit € J. (3.17)
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Dimostrazione.Sia u soddisfacente3(15, per cui esiste\ € CY(J) per la qualeu’(t) =
A(t) f(u(t)); allora
hx' — gy’ =hAg—g\h =0 inJ,
dacuilaB.17). Viceversa, se vale3(17) et & un dato punto di, siabbia, ad esempib(z(1), y(t)) #

0 (per ipotesif o (x,y) non si annulla mai). Per continuita questa relazione & per tutti it in un
intorno diz; allora

20 = gt s Oa), (0 = et (0)
in un intorno dit, da cuiv’ = Af(u)

coni(t) =
continua e\(t) # 0 poiché altrimentiz’ (¢t) = y'(t)

Se ricordiamo la nozione di forma differenziale linearectandizione 8.17) esprime proprio
annullarsi, nei punti della curva, = (z(+), y(-)), della forma differenziale

0. O

w(z,y) := h(z,y)dz — g(z,y)dy

sul vettore tangente’ (t) = (2/(t),y'(t)).**
In generale, data una forma differenziale lineare

wlx) =Y ai(x)dr; (a; € CO(Q))
=1

su un apertd? di R", diciamo che una funzione = (x1(-),...,2,(:)): J — £, conJ intervallo,
€ una(curva-)soluzionelell’'equazione
w=20
se .
> ai(x(t))ai(t) =0  perognit € J. (3.18)
=1

Questa condizione pud anche essere espressa dicend@aoheihckz*w della formaw tramite la
funzionex & nullo.

Esewmpi Il sistema di equazioni di Lotka-Volterra
{ v’ = (a—By)x
y' = (=7 +dz)y
da luogo all'equazione:

(v —d2)yda + (o — By)zdy = 0. (3.19)
L'equazione scalare
e
Y
fornisce I'equazione
zdx + ydy = 0. (3.20)

Rilevante € il caso in cui la forma differenzialézx, y) = h(x,y)dz — g(z,y)dy € esatta cioe
esisteH € C1(Q) (dettaprimitiva) tale che

dH(JJ, y) = w(xvy)'

14Un richiamo alle forme differenziali lineari & in Appenei@.
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Un esempio & proprio [83(20. In tal casoH si mantiene costante sulle orbite. Cio € precisato nella
successiva proposizione, alla quale anteponiamo una ziefiei.
DataH € C*(Q2) ec € R, diciamo che: & un valore regolare pdi se

dH(z,y) #0  perogni(z,y) € H '(c).

Ad esempia: = 0 non & un valore regolare péf(z,y) = x> — y?; l'insieme H~1(0) si spezza in
due rette incidenti.

PRroPOSIZIONE 3.7.2 Sia data la forma differenziale
w(z,y) = a(z,y)de +b(z,y)dy  (a,b e C°(Q)).

Supponiamo che sia esatta: esisté/ € C*() tale che

. O0H 0H
dH =w [cioe Fre a(z,y)e YT b(z, y)].

Allora ogni curva soluzione di = 0 & contenuta in un insieme di livello & (cioé H & costante
lungo ogni soluzione di = 0).

Viceversa, se & un valore regolare dif, allora I'insieme di livelloH ~!(c) & localmente orbita
di una soluzione dell’equazione= 0.

DimostrazioneSe(z,y): J — Q & soluzione div = 0, allora

d

0 = a(w(t),y()a' (1) + b(x(t), y()y'(t) = 7 H(x(1), y(¢)),

per cui per ogni € J
H(z(t),y(t)) =c¢  perun opportuno valore e R.

Viceversa, se: & un valore regolare di, per il Teorema della funzione implicitdd —*(c)
localmente grafico di una funziorie'; sia, ad esempidy (zo,40) = ¢, con%—f(xo, yo) # 0: allora

nell’intorno di (o, yo) I'insieme H ~*(c) & grafico di una funziong = v (x). Quindit — (t,1(t))
risolve I'equazionev = 0:

d

a(t, (1) + bt ()Y (1) = ZH(E¥(1) = 0,

poiché(t, v (t)) € H '(c). O

EsEMPIO. Sia

w(z,y) = xdx + ydy

la funzioneH (x,y) = (z* + y?)/2 ne & una primitiva, per cui le orbite sono archi di circoefeza:

z? + y2 = costante.
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Figura 3.3 - Orbite per il pendolo libero.

Esemp1o. Consideriamo I'equaziond (25 del pendolo senza attrito:
U4 w?sing =0 (wzz%).

Scriviamo il sistema del primo ordine equivalente:

{19 =
0 = —w?sinv
e la corrispondente equazione delle orbite:
w? sin¥dd + vdv = 0.

La forma & esatta: una primitiva & data da:
1 2 2
H(9,v) = FU W cosd.
In accordo con la Proposiziorie7.2 le orbite hanno equaziodi (¥, v) = ¢ conc costante, cioé

(postoc = —w?v)
v = Fwy/2(cosV — ),

al variare diy € R. Una semplice analisi porta al diagramma di fase di cui afjafa3.3(si studino
icasiy < —1l,vy=-1,-1<y<ley=1).
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L'esempio precedente rientra fra i problemi della forma
2 = f(x) (3.21)

con f assegnata funzione reale definita su un intenallth sistema del primo ordine equivalente &:

i
y = f(z)
che da luogo alla forma differenziale esatta

w(z,y) = —f(z)dr + ydy = dH (z,y),

dove )
H(e,y) = 5v° - F(@),
con F primitiva di f.
Osserviamo che il moto di un punto materiale di massanobile lungo una retta (riferita a
un sistema di ascisse e soggetto a una forza posiziongler) &€ dato dall’equazionswi = f(z),
quindi, a meno del fattore:, dall’equazione.2J). In tal caso la funzione

E(z) = %my2 — F(x)

(cony = z) rappresenta I'energia totale del sistema. Piu in geeghalcoordinata: nella 3.21)
puo avere il significato dioordinata lagrangianalel sistema ad un grado di liberta in oggetto (cioe
una coordinata che individua univocamente la configurazi®ai sistema): ad esempio la coordinata
angolare) nel caso del pendolo.

Come si pud notare nel caso specifico del pendolo, le lindieedio contenenti un punto in cui
si annulla il campo separano regioni del piarwin cui le linee di livello sono topologicamente
differenti: si parla, al riguardo diurve separatrici

oY R o R e VAN VN A N e

Nei casi in cuiv non & esatta, & talvolta possibile determinare una funezidz, y) mai nulla per
la qualeuw sia esatta. Chiaramente vale il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 3.7.3 Siap € C°(Q2) mai nulla. Allorau & soluzione div = 0 se e solo se& &
soluzione djuw = 0.

Si dice che la funziong & unfattore integranteper la formaw.

EsempIo Riprendiamo I'esempio della forma differenziaB19, che non & esatta; cerchiamone un
fattore integrant@. Deve essere

0 0
SE(y = 02)y + pla,y)(y = 6) = SE (@ — By)x + (e, y) (@ — By).
dy Ox

Cerchiamaqu nella forma a variabili separate:(x, y) = ¢(z)1(y); allora

o(@) [ (y)y + vW)](y — 0x) = Y(y)[¢' (x)x + o(x)] (o — By).

Una possibile soluzione si ottiene richiedendo:

V' (W)y +¢(y) =0 = (x)x + o(z).
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Figura 3.4 - Orbite delle equazioni di Lotka-Volterra (Inei livello di H (x, y) = ylogz+alogy —
dx — By).

Otteniamo cosp(z) = 1/x ew(y) = 1/y, cioeu(z,y) = 1/(xy). Allora:
o = (L = 8)da + (% — B)dy = dH (z,y),

con
H(z,y) =~logz + alogy — dx — Py.

Pertanto gli insiemi di livello diZ danno le orbite del sistema di equazioni di Lotka-Voltexrad|

Figura3.4).

EseEmPIO L'equazione
; Tty

y =
r—y
che abbiamo risolto come equazione di tipo omogeneo (atttmeome soluzioni archi di spirale
logaritmica), una volta espressa come annullamento diamaé lineare diventa:

w:= (z+y)dr + (y — z)dy = 0.

Tuttavialaformav non & esatta, e non € immediato individuare un fattorgmtee, anche localmente.
Risulta pitu naturale esprimere I'equazione in coordintiari, cioe cercare soluzioni nella forma

{a:(t) = p(t) cosV(t)
y(t) = p(t) sinI(2).

Se calcoliama’(t) e y/(t) e applichiamo la definizione di soluzione (vedi18), otteniamo (per

p # 0):
pdp — p*dd = 0, (3.22)
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cioe (perp # 0) (1/p)dp — d¥ = 0: questa e esatta, con primitikag p — ¢. Pertanto otteniamo
come orbite le curve di equaziohg; p — ¥ = ¢ 0 anche
p=Ce’.

L'esempio ora illustrato € un caso di cambiamento di valiiaella forma differenziale (vedi
Appendice B di questo capitolo). Formalmente la forma déffeiale in 8.22 non € altro che
I'espressione di(z, y) in cui alle variabiliz e y si ostituiscang cos ¢ e p sin 9, rispettivamente.

Appendice A: equazione di Eulero di un funzionale

Nel problema della brachistocrona, il tempali percorrenzarelativo al cammino di discesa u(z),
conz; < x < x4, € dato da:

T2 12
T = T(u) = — / VIt g,
\/% x1 VH_U

con H costante assegnata; si cerca una funziooke risolva il problema di minimo:

(3.23)

min T(u),

doveX = {u € C([a,b]) : u(z1) = 21, u(xa) = z2}. Questo problema pud essere inquadrato in
un contesto piu generale e di ampia applicabilita.

SiaV uno spazio vettoriale realeX un sottoinsieme d. SiaF’: X — R una funzione definita
(almeno) inX e consideriamo il problema

(P) irg)r} F(u).

Datou € X, diremovariazione ammissibildi v rispetto aX ogni elementa € V peril quale esiste
0 > (0 tale che
u+tve X  perognit <d.

Vale la semplice, ma fondamentale:

OSSERVAZIONE 3.7.4 Sew é soluzione del problem@’) e v & una variazione ammissibile @i
rispetto aX, allora la funzione

o(t) = F(@+tv),  ([t] <)
ha minimo int = 0. Pertanto, se & derivabile int = 0, risulta¢’(0) = 0.
Motivati da cio, indipendentemente dalla considerazidelgproblemg P), diamo la seguente:

DEFINIZIONE 3.7.5 (VARIAZIONE PRIMA) SiaF': X — R, conX sottoinsieme di uno spazio
vettorialeV. Datou € X ev € V variazione ammissibile di rispetto aX, se¢(t) = F(u+tv) &
derivabile pert = 0, diciamovariazione primali F' in u rispetto av il valore

§F (u;v) == ¢/(0).
Pertanto:
PROPOSIZIONE 3.7.6 Siaw soluzione del problem@P). Allora

OF (u;v) =0 (3.24)
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per ogni variazione ammissibite(per la quale esista F'(u; v)).

OSSERVAZIONE 3.7.7 La condizionedF'(w;v) = 0 & soltanto una condizione necessaria per la
minimalitd; si tratta di una condizione diazionarieta

Specializziamo ora lo studio al caso di funzionali intepdalla forma

b
F(u) = / [z u(z), v (z)) da (3.25)

dove(f = f(z,u,§)):
feCa,b) xRxR), ueCa,b]).

In tal casoF: V. — R conV = C'([a,b]) (e pertanto ogni elemento & & una variazione
ammissibile).

Il problema della stazionarieta per funzionali della far(®.29 si incontra, ad esempio, in Mecca-
nica Analitica: si ricordi infatti ilprincipio variazionale di Hamiltonsecondo cui fra tutti i moti vir-
tuali nello spazio delle configurazionii moti effettiv{t) in un intervallo[t,, t3] rendono stazionario
l'integrale

f(x):/gL(t,x(t),g'c(t)) dt

ty

dovel ¢ la funzione lagrangiana del sistema e la stazionagigtéesa nella cosiddetta classe dei moti
variati sincroni (cioé senza perturbazione della scatapterale), che conservano le configurazioni
del sistema all'istante iniziale e finale.

ProprosiziONE 3.7.8 Nelle ipotesi poste risulta:

b
SF (u;v) = / [fu (z, u(z), ' ())v(x) + fe (:v,u(x),u’(x))v'(x)} dx
comunque prese, v € C*([a, b]).
DimostrazioneDateu e v risulta
if(a:u—l—tv u' + )
dt ) )
= fu(z,u+tv, v + tv")v+ fe(z,u+ to,u + tv")v';
l'applicazione(z, t) — (z,u(x) + tv(z),u'(z) + tv/(z)) su[a,b] x [—1,1] & continua e quindi ha

immagine compatta. Pertantbf (z, u(z) + tv(z), v (z) + tv'(z)) & limitata inz uniformemente
rispetto at: possiamo applicare il teorema di derivazione sotto il segjrintegrale. [J

Ritornando al funzional@’: X — R in (3.23, ogniy € C!([a,b]) & una variazione ammissibile
di u rispetto aX comunque presa € X. Questo si verifica tutte le volte ch€ € un sottoinsieme
di C*([a, b]) ottenuto prescrivendo i dati al bordo. In tal caso I'equagi.24), assieme a quanto
asserito nella Proposizior®e7.8 da:

b
/ [fu (x,u(x),u'(a:))cp + fe (x,u(x),u’(x))g@'] dr =0
per ognip € C([a,b]).
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Se ora supponiamo clfesia di class&? e cheu € C'([a, b)) NC?((a, b)), un’applicazione della
regola di integrazione per parti da:

/ab {f“ (z,u(z),(z)) — %fg (x,u(x),u’(x))} pdr =0

per ognip € C2([a,b]).

(3.26)

Cio implica che la funzione in parentesi quadre sia nulleqgni x € (a,b). Per dimostrare cio
supponiamo che esistdale chd. . .](Z) > 0; allora dovrebbe essefe .](x) > 0in tutto unintorno
apertol di 7. Dettay una funzioneC!([a,b]) che sia nulla sua,b] \ I e strettamente positiva

in I, l'integrale a primo membro in3(26 sarebbe strettamente positivo, contro quanto assunto.
Concludiamo pertanto con il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 3.7.9 Seu € C([a,b]) N C?((a, b)) risolve il problema(P), con f di classeC?,
allora u soddisfa lequazione di Eulero

%(fg(x,u,u’)) = fu(z,u,u') in(a,b).

DEFINIZIONE 3.7.10 Diciamoestremalélel funzionalg”ognisoluzione, € C*([a, b])NC?((a, b))
dell'’equazione di Eulero.

OSSERVAZIONE 3.7.11 Sef non dipende esplicitamente dallora la funzione
f(u7 ul) - ulfu’ (U, U/)

& unintegrale primodel funzionaleF', cioé & costante lungo ogni estremale (giwi sta perfe).
Infatti:

d / / i
a(f(u,u)—ufg(u,u)) =

d
Jut + feu” — " fe — u’afg = fuu' —u'f, = 0.
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Appendice B: forme differenziali lineari

Ricordiamo la definizione di differenziale.

Sia f: Q — R, con aperto diR™. Siaxz, un punto di2. Diciamo che la funziong &
differenziabile inz, se esisted: R™ — R lineare tale che

lim f(xo+h) — f(zo) — AR

=0. 3.27
lim W 0 (3.27)

L'applicazioneA e dettadifferenzialedi f in xo e indicata con

df(zo) oppure (df)z,

Sek = 1 il differenzialed f (x¢) & un elemento del dua(®™)* di R".
La (3.27) pud anche essere riscritta come:

flzo+h) = f(xo) + Ah+o0(h) perh — 0,

od anche
f(@) = f(wo) + Az — z0) + o(x — o) perz — .
Pertanto:

l'applicazionez — f(xo) + (df(z0),z — zo) € la funzione affine che meglio approssiria
nell'intorno del puntoz.

Si dimostra che
(df(xo),h) = Df(xo)-h conD f(xg) matrice jacobiana df in xg.

Sivisualizzinoicash =k =1en =2,k = 1.

E utile interpretare il differenziale anche in altra fornizatov € R” studiamo il modo in cuiviene
trasformato dg il moto di un punto mobile che passa pgrcon velocitaw. Pertanto consideriamo
una curva

p: (=1,1) = Q con ¢(0) =z, ¢'(0)=v,

e valutiamo la velocita del puntt((t)) allistantet = 0. Risulta:

= DI(g(0)-¢/(0) = Df (o) -,

< ()

cioe

= {df@),v) (3.28)

< Flelt)

pertanto

il differenzialed f da la trasformazione dei vettori velocita tramite la fiorze f.

o AV R e R Y A oV N S VAR NN oV

La (3.28 trova facile generalizzazione al caso in guisia una funzione fra “sottoinsienal
dimensionali regolari ifR™” (piu precisamente “varieta differenziabili”), come adempio le curve
e le superficieC'! in R3. Pertanto, consideriamo il caso di una funzigheM — N, conM e
N, per fissare le idee, superficie R¥. Come svolto sopra per una funzione su un aperto di uno
spazio euclideo, analizziamo configrasforma il moto di un punto si/. Quest’ultimo viene dato
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y f y
T (df (z0).0)
v ~_ T --
7~
M
e
Yy Yy
—1 1
0o J

Figura 3.5 - Trasformazione dei vettori velocita tramfte

assegnando unacurya (—1,1) — M sullasuperficiel!; siap(0) = zo e¢’(0) = v. Osserviamo
subito che la regolarita di/ permette di dimostrare che I'insieme

TooM ={veR?: Jp: (—1,1) — M, ¢(0) = z9, ¢'(0) = v}
€ un sottospazio dk® dettospazio tangenta M in x,. Limmagine tramitef della curvay € data
daf o ¢, che & una curva sy passante pef(x). Allorarisulta definita I'applicazione

d
v €Ty M — af(‘ﬁ(t)) o © Ty@o) N

t=

(e si dimostra non dipendere dalla particolare cupvscelta a cui il vettore € tangente). Questa
applicazione & dettdifferenzialedi f in zq:

df(.TQ)Z TwoM — Tf(zo)N~

Si verifica essere un’applicazione lineare.
SeM e N sono aperti dR” e R” rispettivamente, allora (le definizioni sopra riportat@tiouano
a valere e) risulta:
TooM =R", Ty N =R

In questo caso si ottiene cosi nuovamente la definiziocagigia.
Osserviamoinoltre che $€ = Rallorad f (x() € un funzionale lineare $0,, M, cioé un elemento
del suo duale algebrico:
df (zo) € (TwyM)".

Un caso particolare & quello in ciiiie lai-esima proiezione dR™:
mi v — x;: R — R,
In tal caso il differenziale coincide car stessa:
(dm;,v) =0, sev= Zvjej.
J
Usualmente si utilizza il simboldz; anzich&lr;; quindi:
(dzs,v) =0, sev= Zvjej.
J
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La sequenza
dxl,dxg, ceey da:n

forma una base del duale®r"; infattiseA € (R")* ev =3, v’e;, allora:
v) = Zvj<A,ej> = Zaj<dxj,v> = <Z a;dz;,v)
j j j

dove si & postoy; = (A, e;). Quindi

A= ZO&jdl‘j.
J

In particolare, sigf : @ — R un’applicazione differenziabile imy; allora
of
d J
(df (o), Z ij

per cui

0 0 0
fd1+—fd2+ +—fd$n

df(wo) = 5. O Bz,

DEFINIZIONE 3.7.12 Diciamoforma differenziale linearéo 1-formg) di classeC? su un apertd?
di R™ 'assegnazione continua in ogni puntofdidi un elemento diR™)*.

Quindi una formaw suf2 puo essere scritta come:
wlx) =Y ai(@)dz;, a; € COQ).
=1

Un caso particolare & chiaramente il differenziale di umazfoneC'. Una formaw su (2 si dice
esattase esistd! € C*(Q) tale chew = dH.

Dalle considerazioni svolte sopra si puo cogliere comeiiaetto di forma differenziale lineare
possa essere esteso al caso in cui anziché un dpeitabbia, ad esempio, una superficie.

Una forma differenziales(z) = >, a;(x)dx; suQ si dicechiusase

dai(xr)  Odaj(xr)
833j a 83;1

per ognix € Q.

Se i coefficientia; sono di classe&!, allora il Teorema di Schwarz sull’inversione dell’ordide
derivazione implica che se e esatta allora € chiusa. Si puo dimostrare che il vicaveale s€) e
semplicemente connesso. In quest’'ultimo caso la verifit&dattezza di una forma € immediata.

oY A o R e VAN e Vo A N e

Ricordiamo infine la nozione giull-backdi una forma differenziale.
SianoG C R™ e ) C R™ apertiep: G — Q diclasseC!. Siaw(z) = Y, a;(x)dz; una forma
differenziale su2. Per ogni € G ev € R™ poniamo

((97w)(€), v) := (W(9(£)), ((dP)e, v))

(la formaw agisce nel punto immaging({) sul vettore trasformato di tramite I'applicazione
differenzialed¢ in ). In ogni puntog di G e quindi assegnata un’applicazione lineareRéy,
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ottenendo pertanto una forma differenziafev suG, dettapull-backdi w tramite¢. La formag*w
e il modo piu naturale di trasportare la formala$) suG tramite.
Postog = (¢);, poich&(dx;, (d¢)e (v)) = (d¢?)e(v), possiamo scriverg*w come

n

¢*w="> (aiop)dg'.

i=1

Formalmente, questa si ottiene dall'espressiongdi sostituendo la variabile con$(&).
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Capitolo 4

EQUAZIONI E SISTEMI DIFFERENZIALI
LINEARI

Ci occupiamo ora di (sistemi di) equazioni differenzladeari, cioe della forma
' = A(t)xr + b(t), (4.1)

dove la funzione incognita(-) & a valori inR", il coefficienteA & una matrice: x n a elementi reali
continui in un intervallal , mentreb & una funzione continua iha valori inRR™:

AeC'(I;M™™(R)), be CULR™).
Il prodotto A(t)x(t) € inteso come usuale prodotto fra una matrice n e un vettore (colonna)
z(t).1®
Un esempio di sistema del tipd.() & stato incontrato nello studio dei circuiti accoppiagdi

(1.19).

Sappiamo (vedi I'Osservaziore4.5 che ogni soluzione did(1) € prolungabile a tutto I'insieme
I di continuita dei coefficienti, per cui assumiamo

x: [ — R".
L'equazione
¥ = At)x (4.2)

verra dettaequazione omogeneassociata all’equazionel.(l); per contro, ci si riferisce a volte
all'equazione4.1), come all’equazioneompleta.

Osserviamo inoltre che sono chiaramente soddisfatte ldizimmi che assicurano l'unicita per i
problemi di Cauchy (il secondo membro delfa]) € lineare inz). Indicheremo la soluzione (unica)
del problema

' = A(t)z + b(t)
.T(to) = 2o
conz(-,tg, xo).

OSSERVAZIONE 4.0.13 Se le funzioniA e b nell'equazione 4.1) sono di classe&?, allora ogni
soluzioner ha la derivata:’ di classeC'. Per induzione otteniamo

AbeCt = zeCtt!

15per comoditd, se il contesto & sufficientemente chiarivesemo a volte in riga anche i vettori colonna.
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perk =0,1,.... SeA ebsono diclass€> anche le soluzioni sono pertanto di clagse.

Analizziamo ora la struttura dell'insieme delle soluziagniziando dal caso dell’equazione omo-
genea4.2).

4.1 EQUAZIONE OMOGENEA. MATRICE RISOLVENTE

Basilare e il seguente semplice risultato sulla struttlgiiinsieme delle soluzioni di un’equazione
omogenea.

TEOREMA 4.1.1 (DI STRUTTURA PER L’EQUAZIONE OMOGENEA) L’insiemeV delle soluzioni
dell'equazione4.2) & un sottospazio vettoriale di* (I; R™). Per ognit, € I I'applicazione

B & a(-tg, &) R =V
e un isomorfismo di spazi vettoriali. Pertaritoha dimensione..

DimostrazioneDatiui,us € V ea, 8 € R, lafunzioneu = au; + Sus € una soluzione di(2):
u = au) + puy = aA(t)u; + BA(t)ug = A(t)(auy + Pug) = A(t)u.

Quindi V' & un sottospazio di'' (I;R™).

Siano assegnadi, & € R™ e, 8 € R e indichiamo con; eus le soluzioni con datf; e & per
t = to, rispettivamente, ciog; = ¢ (&) euy = ¢ (&); la soluzioneu = auy + Sus assume in
to il valore a&; + &2, quindi € la soluzioné® («&; + 5&2), cioe:

g™ (£1) + 8™ (&2) = auy + Pug = ¢ (aly + BE2).

Cio dice chepto & un omomorfismo. Del resto se la funziane= ¢ (¢) & I'elemento nullo div/,
allora¢ = u(tg) = 0; pertantog’® & iniettivo. La suriettivita € ovvia (ogni soluzionee definita
anche intg, per cuiu = ¢ (€) coné = u(ty)).

Dall’esserep’® un isomorfismo discende che la dimension&dn. O

COROLLARIO 4.1.2 Sianouq,us,...,u, inV ety € I. Allora uy, us,...,u, Sono linearmente
indipendenti (in) se e solo s (ty), u2(to), . . ., u,(to) SONO linearmente indipendenti (R*).

DimostrazioneDiscende immediatamente dal fatto ehie & un isomorfismo. [

OSSERVAZIONE 4.1.3 Quanto detto sopra continua a sussistere ambientandoye@estensione,
lo studio inC (e considerando, piu in generale, matrici a coefficienthptessi). Il passaggio al
campoC, algebricamente chiuso, rendera piu agevole lo studisideemi a coefficienti costanti
(vedi§s 4.4e4.5).

Dal corollario precedente segue che per verificare I'indgenza din soluzioniuy, us, ..., u, €
sufficiente verificare la lineare indipendenzauw(t), us(t), . . ., u,(t) per un qualche € I, quindi
valutare I'annullarsi o meno di:

W (t) = det X (¢),

dove
X(t) = (ur(t) |uz(t) | ... [un(t)) (4.3)
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e la matrice che ha nelle colonne le soluzieni...,u,. La matriceX (¢) e il suo determinante
W (t) sono detti, rispettivamente matrisgonskiana'® e determinantarronskianadellen soluzioni
ULy -y Up-

OSSERVAZIONE 4.1.4 Daren soluzioni dell’equazione4(2) equivale a dare una soluzione dell’e-
guazione matriciale

(le colonne diX (¢) sono soluzioni dit’ = A(t)x).

Esempio. Consideriamo un caso elementare per illustrare i concginsti:

!

T = wx s 0 w

1 2 ciog 2/ = Az con A= .
o = —ww] —w 0

Sappiamo (ved§ 1.9) che questo sistema € equivalente all’equazione:
x4 + wizs = 0.
Le soluzioni sono fornite da (si ricordi ld (14) del Cap. I):

z2(t) = Kcos(wt+ ¢), K >0, ¢€R,;

Inoltre z1 = —x%, /w, per cui:
_ (z1(t)) [ Ksin(wt+ ¢)
() = (mg(t)) B (K cos(wt +p) /) ° (.4
Da questa formula generale possiamo ricavare, in parteola soluzioniu; e uz del problema di Cauchy
' = Ax
4.5
{ 2(0) = ¢ *9)

coné = e1 €€ = eo; le funzioniuy ewusg siottengono pek = 1 ey = m/2 0 ¢ = 0, rispettivamente:

w — cos wt o — sin wt
1=\ —sinwt )’ 27 \coswt )

Queste sono linearmente indipendenti, come si puo rieawaservando che la loro matrice wronskiaki@t) ha sempre
determinante ugualela(basterebbe osservare che, per come sono state definit@o, risultadet X (0) = det I = 1, con
I matrice identita). Dalla4.4) si deduce che la generica soluzior) si esprime come combinazione lineareudie ua:

(t) = K sinwtcos ¢ + K coswt sin ¢
~ \ K coswt cos p — K sinwt sin ¢

) = K(sinp)ui + K(cos p)us (4.6)

(al variare diK e ¢ le costantiK sin ¢ e K cos ¢ danno una qualunque coppiai, c2) di costanti reali). Notiamo che
Ksingp = x1(0) e K cos ¢ = 22(0); del resto & evidente che la soluzione del problef8) per un arbitrarics e

z(t) = X(b)¢,

poiché le soluzioni; e us sono state scelte con i valari edes, rispettivamente, in = 0.
Generalizziamo ora queste osservazioni.

Dator € I, siau;(-, 7) la soluzione di
{ = A(t)x @.7)

con¢ = e;, e si definisca
R(,7) = (w1 (-, 7) |uz(-,7) [ o [ un(,7)); (4.8)
la matrice le cui colonne sono date dalle funzier(-, 7); si tratta di soluzioni linearmente indipen-

denti poichéR(r, 7) = I (matrice identita).

18dal nome del matematico polacco Hoéné Wronski (1778-11853
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DEFINIZIONE 4.1.5 La matriceR & dettamatrice risolventelel sistema:’ = A(t)x.

PROPOSIZIONE 4.1.6 Comunque dati € I e¢ € R™ la soluzione del problema di Cauch¥.()
si pud esprimere nella forma:
x(t) = R(t, 7)E.

Infatti, R(-,7)¢ € una soluzione del sistemd = A(t)z e all'istantet = 7 assume il valore

R(r,m){ =1 =¢€.
OSSERVAZIONE 4.1.7 La matriceR € univocamente individuata come soluzione dell’'equazion

%—]:(t,T) = A(t)R(t,T)
R(r,7) =1.
OSSERVAZIONE 4.1.8 Se il sistema & autonomd (costante) allora (si ricordi 1&2(21) del Cap. I1)

R(t,7) = R(t—7,0).

Nell'lesempio precedente la matrick & costante, per cui la soluzione del problema)(per& = e; non € altro che
t — u;(t — 7), doveu,; & la soluzione determinata per= 0; quindi in questo caso

Rt 7) = ( cosw(t—7) sinw(t— 7’)) . 4.9)

—sinw(t —7) cosw(t —T1)

Sew,, ..., u, € una qualungque-upla di soluzioni di 4.2), comunque preso € I si ha
ui(t) = R(t, 7)u (1),
0 anche, indicando coN la matrice wronskiana di,, . .., u,
X(t)=R(t,7)X(7).

Se poileu;, . . ., u, sono linearmente indipendenti allakae invertibile, per cui possiamo esprimere
la matrice risolventd? tramite X :

R(t,7) = X(t)X (1)~ " (4.10)

Terminiamo il paragrafo con un’interessante relazionalgidtta dalla matrice wronskiana di una
n-upla di soluzioni dell’equazione omogendad).

TEOREMA 4.1.9 (L1IOUVILLE) SiaX una soluzione di
X'=A)X (X e CHI; M™™)).
Allora il determinante wronskian®/ (¢) di X (¢) & soluzione di
2 = (tr A(t))z. (4.11)
Quindi
W(t) = W(to) exp /t(trA(s)) ds

to

comunque predi to € I.
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DimostrazioneAbbiamo visto che s&’ = AX allora
X(t) = R(t, )X (1),
per cui (teorema di Binet), comunque presi € I,
W(t) = det X (t) = det R(¢t, 1) det X (7).
Quindi
W'(t) = (%detR(t,r))W(T). (4.12)

Ricordiamo che la derivata di un determinante si ottieneeesamma dei determinanti delle matrici
ottenute derivando successivamente le singole colbhAdora:

d
57 det R(t,7) Zdet w(t,7) | W) | ().

Osserviamo che/(t, 7) = A(t)uj (t,7) e poniama = 7: ricordando che;(r,7) = e; per ognii,
si ottiene:

ﬁdethT‘ Zdet er] .. |A()e; | ... | en)

ot
—Z%J ) = tr A(7).

Di conseguenza lad(12 pert = r da:
W'(r) = tr A(T)W (7).

In base all’arbitrarieta di, questo conclude la dimostrazionél

4.2 EQUAZIONE COMPLETA. VARIAZIONE DELLE COSTANTI

Consideriamo ora I'equazioné.(). Immediato & il seguente risultato di struttura delleug@ni.

TEOREMA 4.2.1 (DI STRUTTURA DELL’EQUAZIONE COMPLETA) SeZ € una soluzione dell’'e-
guazione completad(l) allora tutte e sole le soluzioni dell’'equazione compldiessa sono date
da

T=To+7T

al variare diz, fra le soluzioni dell’'equazione omogenea associdta)(

Il determinante di una matricd (t) = (a4; (t)) si pud esprimere come
det A(t Z( 1 U(l)l (2)2(t) s ao(n)n(t)7

doveo varia fra tutte le permutazioni dellinsiemd, . .., n} e (—1)? indica il segno della permutaziore Allora l'usuale
regola di derivazione del prodotto da:

d
7detA ZZ ‘7(1)1 : aif(l)i(t)"'ao('n)n(t)§

i=1 o

Ciascun addendo della somia, non e altro che il determinante della matrice ottenutavdedo soltanto la-esima colonna
A;(t), quindi:

idetA Zdet (Ar(t) ... Aj(t) ... An(D)).

77



Enrico Vitali - LEZIONI INTRODUTTIVE SULLE EQUAZIONI DIFFRENZIALI ORDINARIE

DimostrazionelLa dimostrazione ricalca quanto visto in merito alla Propiose3.2.1 [

Variazione delle costantMostriamo come sia possibile individuare un integraleipatarez del-
I'equazione completad(1) una volta noto un insieme disoluzioni linearmente indipendenti dell’e-
guazione omogenea associate).

Sia pertantaX una soluzione dell’'equazione matriciat€é = A(¢) X, condet X (t) # 0. Allora
le soluzionidi &.2) si esprimono com& (¢)¢ al variare di¢ € R™. In analogia con quanto gia svolto
al §3.2, cerchiamar della forma

z(t) = X()E(1),

per un’opportundunzionet. Questa deve alllora soddisfare
X6+ X¢ = AXE+ b,

da cui, essendd”’ = AX,
§'(t) = X()""b(t).

Come funzioné& possiamo quindi scegliere una qualunque primitivadt) —1b(t):
£(t) = /X(t)’lb(t) dt.
Allora la famiglia delle soluzioni dell'equazioné.@) diventa:
o) = XO(K + [ X(5)"b(5)ds) (K R,

(X(t)K al variare diK € R™ fornisce le soluzioni del’'equazione omogenea); la cdst#h pud
essere incorporata nell'integrale indefinito successivo.
E significativo mettere in evidenza la matrice risolvent espressione dic(¢) ora determinata.

Fissatot € 1, sia&(t) = [, X(s)"b(s)dse

Z(t) :X(t)/t X (s)7b(s)ds.

Ricordando la4.10 abbiamo:
t
Z(t) :/ R(t, s)b(s) ds.
to

PROPOSIZIONE 4.2.2 Lafunzioneér sopradefinita e unasoluzione del sistema linedre: A(t)z+

b(t).

EsemMpio Riprendiamo I'esempio precedente aggiungendo un terine= (;) non nullo:
) = wre + 1
xh=—wry

Gia abbiamo calcolato la matrice risolvente: si vedad&)( Scegliamot, = 0; otteniamo la
soluzione

t 1
t / scosw(t — s)ds ﬁ(l — coswt)
E(t) = / R(t, S)b(s) dS — 0 : _
O _/ ssinw(t —s)ds —l(t—lsinwt)
0 o o
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Se riprendiamo le soluzionil(6) del sistema omogeneo associato, concludiamo che le saludz!
sistema proposto sono date da

1
1 = ¢ coswt + ¢y sinwt + —2(1 — coswt)
w

. 1 1
To = —cpsinwt + cg coswt — —(t - — smwt)
w w

al variare dic; e ¢y in R.

4.3 ESPONENZIALE DI UNA MATRICE

Nel prossimo paragrafo vedremo come I'applicazione debahetlelle approssimanti successive per
I'equazione omogened = Az, con A matrice costante, porti alla considerazione della sutmwess
di funzioni: ) )
ts T +tA+ 5(tA)2 o (tA)™
m:

Pertanto trattiamo preliminarmente il problema della aygenza di questo tipo di funzioni.
Sia A € M™*"™(C) una matricen x n ad elementi inC; questa induce in modo canonico
un’applicazione lineare:
x+— Az C" — C™.

Definiamo|| A|| come la norma di tale operatore, cioé:
14|l = max{| Az : |2 < 1}.
Le seguenti proprieta sono di verifica immediata.
PROPOSIZIONE 4.3.1 SianoA, B € M™*"(C); allora
a) |Az| < [|A]l |z[;
b) [[AB| < [|AlllIBII;
o) [A™ <A™

Ricordiamo che in uno spazio finito-dimensionale (nel cas@ée M/ ™™ (C) non & altro ch@”g)
tutte le norme sono equivalenti. La nozione (topologicaptivergenza e pertanto indipendente dalla
norma scelta.

In particolare, data una successidung, ) in M/™*™(C), diciamo chey ;- , A; &convergentese
tale & la successione delle sue somme pargjali’ , Ax) . Diremo inoltre che la serig_;~ ) Ay
converge assolutamenge & convergente la serfe, -, || Ax|. Come per le serie numeriche, si
dimostra che se una serie € assolutamente convergent @ltmnvergente (si utilizzi il criterio di
Cauchy).

TEOREMA 4.3.2 Data A € M™*"(C), la serie
gk
kZ:O k!
converge assolutamente. Indichiamo la sommachrRisulta inoltre:

e < el
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DimostrazionelLa dimostrazione & immediata poiché

T

e la serie di termine generalet||*/k! converge &/l4ll. O

Della funzione esponenziale reale la funzione ora intr@dodnserva la proprieta fondamentale
di trasformare la somma in prodotto. Piu precisamenteivakguente risultato.

TEOREMA 4.3.3 SianoA4, B € M™*"(C). SeAB = BA allora

DimostrazionePoichéA e B commutano possiamo utilizzare I'usuale sviluppo delle&poaa del
binomio(A + B)*, per cui:

QATB _ Z(A+B :i%i< >AJB’“ j

Si ottiene la serie prodotto delle due serie assolutameamescgenti
DL PE
7=0 h=0
come enunciato nel successivo lemma, la serie prodottcecgenal prodotto delle due serie, e cid

conclude la dimostrazioneld

LEMMA 4.3.4 Siano

ZAj, ZBh
j=0 h=0

due serie inM™*"™(C) assolutamente convergenti. Allora la serie prodotto d&fida:
oo k
D> AiBi-
k=0 j=0

e assolutamente convergente e ha per somma il prodotte siehme delle due serie fattore.

Dimostrazionelndichiamo conCy, il termine generale della serie prodotto. Chiaramente

k
ICkll < >~ 14511 Bi—s1l -

Jj=0

Il secondo membro non & altro che il termine generale deltee prodotto di) || A;|| e || Bxll;
ne segue ch@_ ||Cy| & convergente, cioé che la sefié C), & assolutamente convergente, quindi
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h
2m
j+h=k
B
3\\\(\17*0
m 2m J

Figura4.1- L'insieme degliindidij, 1) periquali0 < j+h < 2m si decomponeiff, m]? e nei due
triangolirimanent{m +1 <j <2m, 0 <h <2m—jle{m+1<h <2m, 0 <j <2m— h}.

convergente. Pertanto e sufficiente calcolare il limithedg®omme parziali su una particolare succes-
sione. Fissaton € N, se ripartiamo le coppigj, /) di indici che compaiono in questa somma come
indicato in Figurad.1, abbiamo:

2m 2m k
o=y Y 4
k=0 k=0 4,h=0
Jj+h=k
m m
=> > A;By+R{"+ Ry,
j=0 h=0
dove
2m  2m—j 2m  2m—h
P= Y Y ABL RE= DD Am
j=m+1 h=0 h=m+1 j=0
Risulta:
2m [e’e)
IR < (2 1450) (D2 Ball) =0 perm — +oc.
j=m+1 h=0

Cosi pure peRy*. Poich&} """ >7"  A; B = (375, A;) (35—, Br), concludiamo che

2m =) 00

ZC’C_)ZAj ZBh perm — 4oco0. U
k=0 J h=0

P

COROLLARIO 4.3.5 La matricee” & invertibile e risulta(e?) ™! = e,

Dimostrazionel = ¥ = ¢4A~4 = ¢4 4. O

Notiamo infine che s& & una matrice invertibile, allora
ePTTAP _ p-lAp (4.13)
Infatti (P~1AP)* = P~1 A* P per ognik, per cui & sufficiente applicare la definizione.
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4.4 SISTEMI OMOGENEI AUTONOMI

Consideriamo ora il caso di un sistema lineare omogenecomanio:
' = Ax. (4.14)

Sappiamo che la matrice risolveriRét, 7) soddisfa alla condizionB(t, 7) = R(t—7,0), per cui pos-

siamo limitarci a calcolaré(t, 0), cioe (si ricordi 'Osservazioné.1.7) la soluzione dell’equazione
matriciale:

X' =AX

{ X(0)=1.

La formulazione integrale del problema diventa:

(4.15)

X(t):I—l—A/tX(s)ds.
0

Applichiamo il metodo iterativo delle approssimanti susgiee (come utilizzato nel Teorer@al..3.
Posto:

t
T: X — 1+ A/ X(s)ds : CO(I; M™™) — CO(I; M™ ™),
0
consideriamo la successione:

Xo(t) =1
Xi(t) = (TXo)(t) = I +tA

t
Xo(t) = (TX1)(t) = I+A/ (I+sA)ds=1+tA+ %t2A2
0

_ _ 12 2 1 m—+1 gm—+1
X1 (8) = (TXm) (1) = T84+ SEAT 4 o et A

Per quanto visto nel paragrafo precedente la succes@’éﬂ@t)) converge a (t) = e, Inoltre la
convergenzaeé uniforme sui compattitiiselt| < M alloral| X, (t)—e™|| < >0, . (M[|A|)k/k! —
0 perm — +00). Pertanto dall’'uguaglianza

t
Xmp1(t) =T+ A/ Xm(s)ds
0
ricaviamo cheX e soluzione dell'equaziond (15, quindi coincide corR(-, 0). Concludiamo che
R(t,7) = =14
Riassumiamo quanto ottenuto nel seguente enunciato:

TEOREMA 4.4.1 Comungque fissato € R, la soluzione del problema di Cauchy
7 = Az
(1) = xo

z(t) = e Az,

e datada
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Pertanto, la famiglia di tutte le soluzioni dell’'equaziarie= Ax e data dalle funzioni:
x(t) = ¢ alvariare di¢ € R™.

o A R o R e Y AN VN N A N S %)

Come vedremo nel prossimo paragrafo, nel calcolo dellaioea@'sponenziale sara utile passare
al calcolo dell’esponenziale di un’opportuna matrice &psfruttando quindi la relaziond (13: se
P & una matricer x n invertibile, postod = P~! AP, la matrice risolvente del sistema.(4) &

e(t=MA — pet-m)Ap-1. (4.16)

Comunque, poiché la generica soluzione del sistefnbd) & x(t) = et4¢ = PetAP~1¢, per un
qualchet € R™, I'integrale generale pud essere espresso come

2(t) = PetAC' al variare diC' € R™ (4.17)

(arbitrarieta di¢ in R™ si traduce nell’arbitrarieta di’ € R™). Possiamo anche interpretare questa
relazione come il risultato di un cambiamento lineare diakgite nel sistema’ = Az; infatti, posto

x = Pz,
il sistema diventa
# =A% conA=P AP,
Poichéz(t) = etAC, ne scende ancora 14.(.7).

OSSERVAZIONE 4.4.2 Sara utile pensare alla matricecome alla matrice associata a un operatore
lineareT” su uno spazio vettoriale di dimensioneaispetto a una data basg = (e1,es,...,€,):

ad esempio la base canonicaldu= C" e T = T4: z +— Axz: C* — C". Ogni matrice{i =
P~1AP viene di conseguenza interpretata come la matrice asacgiBtrispetto alla base# =
(€1,€2,...,6y), dovee; =) . p;je; (Siricordilarelazione4.49 in Appendice): séey, ez, ..., €y)
elabase canonica@r alloraé; non e altro che lg-esima colonna della matrigg(vedi Osservazione
4.8.2in Appendice).

Esercizio. Dimostrare che sl B = BA alloradeZ = eP A.

ESERCIZIO.

a) Utilizzando la definizione di esponenziale dimostrare che

hA

et —1
lim —— = A.
hl—>InO h

b) Mediante la definizione di derivata verificare che

ietA _ etAA _ AetA.
dt

Rimane cosi verificato direttamente aHéz, & soluzione dell'equaziong = Az.
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4.5 CALCOLO DELLA MATRICE ESPONENZIALE

Data una matricel € M"*"(C), occupiamoci del calcolo di*, o meglio die!” pert € R. Si tratta
quindi delle soluzioni del sistemel = Az impostato, con ovvia estensione, in campo complesso.
PorsiinC permette un’esposizione piu nitida dei risultati, avesigdsattamente autovalori (contati
con la rispettiva molteplicita). In un secondo momefitd.6.3 vedremo come sia possibile ottenere
n soluzionireali linearmente indipendenti dell'equazione= Ax nel caso in cui la matricd sia a
coefficienti reali.

Vi sono due situazioni in cui la matrieg! puo essere esprimibile facilmente in termini finiti.

e A matrice diagonale

A 0
A =
0 An
In tal caso, per ogrni € N
)\k 0 €>\1 0
i 1 . N o) Ak
A% = , percui e” = oo
O A'Z k=0 ’ 0 e>\n
Quindi
et 0
etd = . (4.18)
0 ethn

e A matrice nilpotentecioe soddisfacente la proprieta
esistes € N tale ched’® = 0.

In tal caso la serie che definise# si riduce ad una somma finita. Un esempio importante di questo
tipo e il seguentelocco nilpotente elementgre

01 0 0
00 1 0

N = 0 (4.19)
1
00 0 0

E facile vedere ch&/™ = 0, mentre le potenz&*, con2 < k < n — 1, sono date da:

00 1 .. 0 00 0 .. 1
00 0 1 0 00 0 0 0

N2 | ; -0 .. N™l= 0
: TR | 0

0 0

00 0 0 00 0 0
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Allora la serie che definiscg?, si riduce a:

t2 t'n,—l
1 t — —_—
(n—1)!
t? .
01 t —=
n—1 (fN)k 2
IN [ . . . . .
N =|: Lo, : . 4.20
’ kZ:O it : t2 (20
2
: 1 t
0 0 O 1

Se A e nilpotente allora I'unico autovalore & = 0 (con molteplicitan). Infatti, seA € C e
v e C™\ {0} sono tali chedv = \v, allora

A%p = MAv = \o.

Iterando il procedimento si ottiené*v = \®v, da cui, poich& # 0, si ricava\® = 0 se A% = 0;
quindiA = 0.

In realta, ammettere il solo autovalore nullo € condieiorecessaria e sufficiente perché una
matrice sia nilpotente. Enunciamo questo risultato n&tpusnte forma:

PRrROPOSIZIONE 4.5.1 SiaV uno spazio vettoriale sGeT: V' — V un operatore linerare. Allora
T & nilpotente (cioe esistec N per il qualeT* = 0) se e solo s& ammette solamente I'autovalore
nullo.

DimostrazioneCome visto sopra, dd'v = Av si ottieneT*v = \%v per ognis € N, da cui
A = 0 seT é nilpotente. Per il viceversa utilizziamo il Lemm&B.12(decomposizione di Fitting):
sias € N peril quale

V=kerT°®ImT?

e T abbia solo I'autovalore nullo (a meno cker 7° = {0}), mentreT‘ non presenti
TS

I autovalore nullo. S€" ha solo I'autovalore nullo, allora deve necessariamerserein 7 — {0},
dacuiV =kerT*, cioeT* =0. O

Nel caso generale il calcolo dell’esponenziale di una dataioe pud essere ricondotto al calcolo
di un’esponenziale che rientriin uno dei casi precedendimrge il passaggio a un’opportunamatrice
simile, utilizzando poila relazioné (16 (o meglio, ai fini della risoluzione del sistema differeaigi,

la (4.17).

4.5.1 Matrice diagonalizzabile

La situazione piu semplice & quella in cui la matri¢ed diagonalizzabile (irC). In tal caso (si
veda la Proposizion&.8.10e I'Osservaziond.8.11in Appendice), esiste una base@t formata da
autovettori e la matric# che ha nelle colonne gli elementi di tale base diagonalizzaoe P~ AP
e diagonale.

Vediamo un esempio.
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ESEMPIO.
1 -6 6
2(t)=Ax(t), A=|[-3 4 -6
-3 6 -8
Risulta:

det(A — XI) = (1 — \)(\+2)2.

Gli autovalorisono pertanty; = 1, semplice, e, = —2, di molteplicita algebrica 2. Determiniamo
gli autospazi corrispondenti; si ha

E(A) = (v1), v =(-1,1,1)
E(\2) = ({v2,03}), w2 =(2,1,0), v3 = (-2,0,1).

Allora (vedi Proposiziond.8.10 T': = — Ax e diagonalizzabile, e nella base

B = (v1,v2,03)
la matrice associata e diagonale:
. 1 0 0 -1 2 =2
A=P'AP=[0 -2 0|, con P=(vy|wm|us)=(1 1 0
0 0 -2 1 1

(notiamo come non sia necessario il calcolo del prod&ttd AP; si veda I'Osservazioné.8.11.
Posto

risultaz’ = Az, quindi

Infine
et 0 0 c1
x(t) = Pi(t) = (vi |va|w3) | 0O e 0 2
0 0 e % c3
cioe
x(t) = crelvy + coe Py + cge%tg, c1,c9,c3 € C.

L'esempio ora esposto rientra nel seguente schema:

e Se la matriced e diagonalizzabile (it€), dettaz = (v1,v2,...,v,) Uunabase dC" formata
da autovettorieP = (v1 | v2 | ... | v,) la matrice che ha nelle colonne gli elementi#i
(matrice che permette di passare dalla base canonica altebg), si ha:

_ A1 0
z(t) = Pi(t), &(t)=e"*C, conA= . , CecCm
0 An
Quindi:
x(t) = 1Mty + o™ tug + . 4 e, cryco,. .., 0 € C.

Notiamo come questo risultato possa essere verificatdalinentea posterioriosservando che
ogni funzionee*+*y;, & soluzione del sistema = Az poichéu;, & un autovettore dil, e inoltre si
tratta di soluzioni linearmente indipendenti in quantodeolmatrice wronskiana per= 0 non e
altro che la matrice® = (vy | va | ... | vn).
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OSSERVAZIONE 4.5.2 Se la matriced e a elementi reali e gli autovalaXi,, As, ..., A, sono reali,
allora & possibile individuare una basalev,, vs, . . ., v, di autovettori diA: le n funzionie* vy,
formano una base dello spazio vettoriale (Judelle soluzioni dell’equazione omogen€a= Ax
e le loro combinazioni lineaa coefficienti realidanno tutte e solo le soluziorgali del’equazione
stessa (trattasi, infatti, di uno spazio di dimensiorsiR).

Se la matriced e a elementi reali, ma non tutti gli autovalori sono realgomunque possibile
determinare una base reale dello spazio dele soluzioriedelizione omogened = Az (vedi

§4.5.3.

4.5.2 Caso generale
Prima di affrontare la situazione generale consideriaraasb in cui
A e M™*"(C) presenta il solo autovalora, con molteplicita algebricau.
La Proposizioné.5.1suggerisce la seguente decomposizione della matrice

A=A+ (A=) (4.21)
Infatti A7 & una matrice diagonale, mentre, in base alla ProposiZidn& A — AT risulta nilpotentein
guanto dotata del solo autovalore nullo. Inoltre, poicthée addendi commutano fra loro, otteniamo:

otA — At GHA=XI)

Nel caso generale, indichiamo con

A1, ..., Aq gliautovalori distinti diA
con molteplicitam (A1), . .., m(A,), rispettivamente.

Il calcolo della matrice esponenziale sarebbe risolto’ipetesi di riuscire a decomporr€™ in
somma direttd/; @ V> @ ... @ V, mediante sottospaZi-invarianti FdoveT e I'operatore lineare su

C™ cui e associata la matricé nella base canonica) in modo cfie presenti un solo autovalore
. . . Vi
A (separazione degli autovalQri

Cr=VieVad...0V,, T(Vi) C Vi

T| presenta solo l'autovalork,.
Vi

Infatti:

— rispetto a una base di" costruita come unione di basi dei singoli sottospgzia matrice
associata d' & diagonale a blocchi (vedi Proposizioh&.3; ogni blocco fornisce la matrice
associata d' sul corrispondente sottospazio;

— per ognik € possibile applicare®

la decomposizione corrispondente alaX]) .
Vi

Notiamo che, in base alla Proposizioh&.1, se tale decomposizione esiste deve necessariamente
valere l'uguaglianzd;, = ker(T[j — /\;CI)S per un qualche < dimVj.

Sidimostra che una decompoksizione con le proprieta deittee si tratta della decomposizionein
autospazi generalizzgtredi Proposiziond.8.14e Teoremal.8.15nell’Appendice a questo capitolo).
Lo schema & quindi il seguente:

e Detti A\y,..., )\, gli autovalori distinti, si indichi con%;, una base dell'autospazio genera-
lizzato E'(\i) (perk = 1,...,q), la cui dimensione & pari alla moltepliciteu(\;). Allora
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nellabaseZ = %, U ... U %, lamatrice associata all'operator & data da (ved{4.56) in
Appendice):

Ay

N

=P 1AP = As , (4.22)

Aq
doveP & la matrice le cui colonne sono formate, ordinatamentejicddementi della base?;
la matrice A;, risulta essere la matrice associat ) nella base%,..
E’(Ak)

e La decomposizione
Ap = M\ I + Ny, doveN, = A, — \i 1,

esprimed,;, come somma di una matrice diagonale e una nilpotehjeg la matrice associata

a(T - /\kI)’ o nella baseé?k). Pertanto risulta:
E/ >\k

1
(s—1)!

i 1
et Ak — Ant [I +tNy + 5(tNk)Q +...+ (tNy)* . (4.23)
doves < m(\y) & tale cheN; = 0.

La matrice P permette poi di passare alla soluziong) (vedila(4.17).

Anche in questo contesto vale un’osservazione analogd &lla se la matriced € a coefficienti
reali e gli autovalori sono reali, allora esiste una basdeper ogni sottospazio generalizzato, quindi
una baseealeper le soluzioni del sistemel = Ax. Al § 4.5.3illustreremo come ricavare una base
reale nel caso in cui la matrice sia a coefficienti reali, ma albia tutti gli autovalori reali.

Vediamo un esempio.

EsemMPIO (I parte) Risolvere il seguente sistema lineare:

-4 1 3
()= Ax(t), A=|2 -2 -2
-3 1 2

Risulta:
det(A — XI) = —(A+1)%(\ +2).

Gli autovalori sono pertantd; = —2, semplice, e\, = —1, di molteplicita algebrica 2. Consideria-
mo gli autospazi corrispondenti; si ha

-2 1 3
A-nI=[2 0o —2|;
-3 1 4
eil sistema A — A\ I)x = 0 da:
Ty = T3
{xz=—x3
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Pertanto:
1
E()\l) = <’U1>, con v = | —1
1
Passiamo as:
-3 1 3
A—XI=1[2 -1 -2],
-3 1 3

quindiil rango diA — A\ € 2 edim E(\2) = 3 —2 = 1 < m(A2). Allora (vedi Proposizione
4.8.10 T: = — Az non édiagonalizzabile. Utilizziamo allora la decomposiziorield mediante
gli autospazi generalizzafTeorema4.8.15:

C*=FE'(\) @ E'(\).

Risulta E'(\1) = E()\;) poichédim E(\;) = m(\;) (molteplicita algebrica). Determiniamo
l'autospazio generalizzat®’ (\2). Risulta:
2 -1 =2
(A-XD?=-2 1 2|,
2 1 -2

Allorailrango di(A — \21)? & 1, e quindilim ker(A — \2)? = 2; se ricordiamo chéim E’(\y) =
m(A2) = 2, concludiamo che
E/(/\Q) = ker(A — AQI)Q .

(delresto (vedi Proposizione8.14 E'()\2) = ker(A—Xo1)® perunopportune < dim E’(\y) = 2,
per cui deve essere= 2). Il sistema(A — \21)%z = 0 si riduce all’equazione

2.T1 — X2 —2£C3 = 0,

per cui
1 0
E/(/\Q) = <’U2,1}3>, conv, = |2 ]| evy=|—2
0 1
PostoP = (vy | v2 | v3) Si ottiene:
9 1 _9 ) 20 0
Pl=[-1 1 2 e A=P'AP=| 0|-2 1
-2 1 3 0l-1 0

(anziché mediante calcolo diretto la matrié@uod essere ottenuta esprimendo le immagini dei vettori
di basevs, v2, v3 come combinazione lineare della base ste¥s@ome ci si aspettava (vedt.@2),
la matriceA & diagonale a blocchi. La matrice

e -2 1
Ay =
-1 0
18Chiaramente risultalv; = —2v1; inoltre:
-2
Avg = | =2 | = —2v9 — v3; Avs = vo.
—1
Pertanto le colonne dil sono(—2,0,0)7, (0, —2, —1)T e (0, 1,0)7.
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e la matrice associatzﬂé% __nellabasgvs, v3). Decomponiamoi, come:
E'(A2)

Ay = Mol 4 (Ay — NoI) = T + (j }) = —I+N.

La matriceN e nilpotente: come subito si verifigg? = 0. Allora:

-t 1+t

otA — e 2t _ 672t|
ptAz |e*’5 (1:tt 1it)

Infinez(t) = Pi(t)C al variare diC' = (c1, ca,c3) € R3, ciog:

etAg:e—tletN:e—tI(I+tN):e_t (1—t t >

Quindi:

z(t) = (e 1 | e '[(L — t)vo — tug] | e "[tva + (1 + t)v3]) C

or . . (4.24)
=cie” vy + e [vg — (v2 + v3)t] + cze” vs + (v2 + v3)t].

Come si vede (coerentemente con quanto indicato nel sinedsoremat.5.4 si tratta delle combi-
nazioni lineari di soluzioni della forma“*p(t) con \ autovalore did e p(t) polinomio a coefficienti
inR3.

Esempio (Il parte) Il calcolo della matricel, associata all’'operatorg sullo spazioE’ ()\2) pud
essere semplificato scegliendo opportunamente una basédi).
Siaw; un autovettore relativo all'autovaloe = —1: poichéker(T — \o1) = {(¢(1,0,1) : t €
R}, assumiamo
1
w1 = 0
1
Cerchiamo ora una controimmaginewdi tramite7” — > I: chiaramente, se un tale, esiste, deve
appartenere Rer(T — \o1)? = E’(\2). Risolvendo il sistema

2x1—x2—2x3:()

{—3I1+$2+3J}3=1
—3r1+ 23+ 323 =1
siottienex = {(t — 1,—2,¢) : ¢t € R}. Sia

-1
Wo = —2
0

E facile vedere che, rispetto alla base, w,), la matrice associata all'operatof& — A, 1)
01
(0 0)
infatti w; ew, hanno componentil, 0) e (0, 1), rispettivamente, e le componenti(ia;, w2) delle

loro immagini, cioe le colonne dil;, devono esserf), 0) e (1,0), rispettivamente (poich&l" —
Aol)w; =0e (T — \oI)wy = wy). Pertanto

(A 1\ (-1 1
w0 )= (0 )

. E'(X2)
diventa
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Il calcolo dell'esponenziale dii, = \,I + N & quindi particolarmente semplic&/¢ = 0):
tAs _ Aot tN _  —t _ o1t
e2 =™ =TI +tN)=¢ 0 1)

PostoP = (vy | w1 | we) ex = PZ, risulta:
—2t C1 —2t C1
- e e
z(t) = — e | = — c |,
( etA2> 3 ( e t(éf)) c3

C1
z(t) = (e*Qtvl | e Twy | e H(twy + wg)) Co
cs

da cui:

= cre 2oy + coe twy + cze” (twy + we).
E facile vedere che si tratta della stessa famiglia di funizitata dalla 4.24). Infatti quest'ultima
puo essere riscritta utilizzando, anziché le funzioni

up = e vy, up = e g — (ve +v3)t], uz =e ‘[vz + (v2 +v3)t,

le seguenti:
Uy, U, U+ U3.

Se teniamo conto che
Vg = —wg, V3= w; + wy,

risulta
Uy = (—wit — wa)e t, Us 4+ uz = wie ",

da cui I'asserita uguaglianza delle due famiglie di funzion

OSSERVAZIONE 4.5.3 |l procedimento seguito nella seconda parte dell’esempéaqulente per
costruire una base dell’autospazio generalizzato hafocatana matrice, relativamente a quell’auto-

spazio, della forma
Al 0 1
(0 )\)—/\I+N, con N_(O 0).

La struttura diN e quella del blocco nilpotente elementare introdottoan@l19. In generale, il
procedimento descritto porta ad una matrice associdtgpar la quale, in corrispondenza a ogni
autospazio generalizzafd/ ()\), troviamo uno o piu blocchi della forma

Al 0
Al

N
I

0 =X+N, (4.25)
1
0 A

con N come in ¢.19. Si tratta della cosiddett®mrma canonica di Jordamlella matrice (si veda
I’Appendice a questo capitolo, in particolare 'Ossereas4.8.19.
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Sfruttiamo ora i risultati ottenuti per dare un utile risattt di struttura per le soluzioni. Dalla
(4.23 scende subito che le colonne della matrité sono della forma

T
eM Z t/ Pw; = eXMp(t),

j=1
con p(t) polinomio a coefficienti inC™ di grado al pitm(\) — 1. Concludiamo pertanto con il
seguente teorema:

TEOREMA 4.5.4 Le soluzioni dellequazione = Az sono tutte e sole le combinazioni lineari di
n opportune soluzioni della forma
e>‘tp(t)7 (426)
dove) & autovalore (irC) di A ep(t) € un polinomio irt a coefficienti inC™ di grado al pitm () — 1
(conm () molteplicita algebrica di).
Ne risulta confermato, in particolare, che le soluzionisdnclasse”°.

Quanto asserito nel Teoreméeb.4risulta particolarmente evidente utilizzando la forrdeb()) di
Jordan della matrice. Consideriamo il semplice caso ini@idwn solo blocco, relativo all’autovalore
A, come nella4.25. Utilizzando la decomposizione in parte diagonale e paitpotente abbiamo:

i 1 1

et = eM[I+IN + 5(”\])2 RIRE [N

(n—1)

Se(vy,vs, . .., v,) &labaserispetto acili(z) = Az haA come matrice associata, allora le soluzioni
dell’equazioner’ = Az hanno la forma:

z(t) = creMu +

+ e (v1t 4 v2)+

1
+ 036)‘t(§t2’l)1 + tvg + v3)+ (4.27)

‘ 1
' ((n—l)!

+ cn-1€ "oy Lt + o),

al variare dicy, o, ..., c, € R.

4.5.3 Soluzioni reali

Nel casoin cuila matricd del sistema, a elementi reali, abbia tutti gli autovalcaiisé procedimento
sopraillustrato pud essere svolto in campo reale ottemanebase realger lo spazio delle soluzioni.
Supponiamo, invece, che gli autovalori non siano necessante tutti reali:

Ay A2, .. A ER
le"a//'laﬁlw"aﬁle(c\R

(sel = 0or = 0 intenderemo che gli autovalori sono tuttilio in C\ R, rispettivamente). La forma
matriciale @.22 puo essere ottenuta in campo complesso utilizzando ascen autospazib’ ()
unabase in generale complessa. Per ogni coppiai autovalori non reali possiamo considerare basi
di E'(1) e E'(1z) fraloro coniugate e, in corrisoondenza di queste, solufimearmente indipendenti
della forma .26 a coppie coniugate:

u(t) = efp(t),  u(t) = e"p(t),
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conp(t) polinomio a coefficienti ifC™ di grado al pitm(u) — 1. Osserviamo che anche le funzioni:

1 1
Reu(t) = S[u(®) +u(t)], Tmu(t) = 5 [u(t) —a(t)), (4.28)
sono soluzioni dir’ = Ax; viene inoltre mantenuta I'indipendenza lineare, per dtérdamo una
base realeer lo spazio delle soluzioni.
Postor(t) = Rep(t) es(t) = Im(p(¢)), cioep(t) = r(t) + is(t), risulta:

Rewu(t) = (r(t) cos ft — s(t)sin Bt)e™, Imu(t) = (r(t)sin Bt + s(t) cos ft)e".

Si ottiene quindi il seguente risultato (si noti che ger= 0 si recuperano gli elementi della base
corrispondenti agli autovalori reali):

TEOREMA 4.5.5 Le soluzioni dell'equazione’ = Ax sono combinazioni lineari di funzioni della
forma

e p(t)cos pt,  e™q(t)sin fBt,
doveu = o+ i3 varia fra gli autovalori di A e p(t), ¢(t) sono polinomi irt a coefficienti inR™ di
grado al pium(u) — 1 (conm(u) molteplicita algebrica di).

Alternativamente, rispetto alla considerazione delldipaale e immaginaria di cui allat(29, e
possibile utilizzare direttamente ubase realedi £’ (1) & E’(1z) considerando parte reale e parte
immaginaria degli elementi di una baserdi().

Vediamo dapprima il tutto nel caso generale bidimensianale

Sia4 € M**2(R) con autovalori

p=a+if, w=a—if (8#0).

Siaw un autovettore relativo a (e quindiw autovettore relativo @). Nella basgw,w) di C?(=
E(u) @ E(m)) la matrice associataB: x — Ax € diagonale:

_(n 0
S-(O ﬁ>. (4.29)

Pertanto si ottengono le seguenti soluzioni fra loro coaiagsono le colonne della matrié&*®,
doveP = (w | W)): B
u(t) = wett,  a(t) = we.

Postoz = Rew e = Imw, si ha:
u(t) = e [(cos Bt)z — (sin Bt)z + i ((sin Bt)z + (cos Bt)¢) |;
quindi:
Reu(t) = e**[(cos Bt)z — (sin Bt)(],
Imu(t) = e*[(sin ft)z + (cos Bt)C].

Le loro combinazioni lineari danno le soluzionidi= Ax.
Alternativamente, possiamo procedere utilizzandadsae realgz, ¢) perC2. Poiché

1 _
z:§(w+w)
1 _
Zg(w—w)
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la matrice di passaggio dalla base, w) alla(z, ¢) e (si vedano l1a4.49 e la @4.52):

(12 12 \"
@= <1/(2i) —1/(2i)) :
Allora, nella basé z, ¢) la matrice associata’é e:
B, :=QSQ = (_0‘6 g) . (4.30)

Pertanto, la posizione
x=Pz, conP=(z|()

da il sistema equivalente nella forma canonica:

. . a f
¥ =B,z, con B“:<_5 a).

Calcoliamo la matrice esponenziafé-. Poiché
(a0 0 g
pe= (5 0)+ (5 o)

etB“:eo‘t(I+tH+ﬁH2+ gy ), con H=(" ’
5 ot 5 0)

abbiamo

Svolgendo i calcoli si ottiene:

(867 (50! (COM D%
3 Lo b e (B g e <cosﬁt sinﬁt)
e = B ! |
GrF (1) (B2 (81" o et
G T R S T
Quindi:
t(%5a) = at ((cosBt  sinpt (4.31)
€ —¢ \—sinpt cospt)" .

Da qui le soluzioni del sistem& = B, z, e quindi, passando&a = (z | {)z, quelle del sistema
2’ = Ax: si vede immediatamente che si ritrova I'espressione ottesopra.

o AV R e R Y A SV N VAR NN oV

Vediamo ora come, nel caso generale, la considerazionedase reale div’ (1) & E’(n), ottenuta
passando alle parti reale e immaginaria degli elementi dihase di£’(1), si riflette sul calcolo
della matrice esponenziale.

Sia(wy,wy, ..., w,) unabase dE’(u) e siad,, la matrice associataﬁ in tale base; e sia
~ E' (1)
A associatad| = rispetto alla bas€w:, W, . .., wy,) di E' (1) (si ottiene la matrice coniugata

E(n
della precedente). Quindi la matrice associfﬂék a
E'(n)OE' (m)

~ |
- Al
Apen @ = | ~~T37- |-
TR
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Sappiamo che le matrieiu —ul eﬁﬁ — ml sono nilpotenti. Allora tale & anche la matrice
- (il |
N=A-S5, con S, =|-—==- : (4.32)

Pertanto, la decomposizionk = S + N esprimeA come somma di una parte diagonale e una
nilpotente.

Indichiamo ora com¥, la matrice associataq rispetto alla base reale

(WOE' (1) B (W)@ E (7)
Rewi, Imws,...,Rew,,, Imw,, . (4.33)

Come nel caso bidimensionale studiato poco sopra (si vgdes#aggio dallad(29 alla (4.30, non
e difficile rendersi conto che in tale base la parte diagefalella decomposizionel(32 diventa:

B#
a 0 )
D, = cooon Bu=( 5y ) (m=ati),
B#
cioe la matrice quadrata di ordie: che ha sulla diagonale il blocd®, ripetutom volte. Pertanto:

Apwer @ = Dut+ (A e — D) (4.34)

decomponeA?, op(m Nella somma di una matrice diagonale a blocchi, di cui & idiate il
calcolo dell’esponenziale (si ricordi l&.(31)), e una matrice nilpotente.

OSSERVAZIONE 4.5.6 Parallelamente a quanto accennato nell’Osservazidng scegliendo op-
portunamente la bage , wo, . . ., w,,) di ciascunE(u), la matrice associata da la cosiddéttana
canonica realalella matriceA (rimandiamo ulteriori dettagli all Appendice di questgpiialo).

ESEMPIO.
4 5 —10 -3
F 10 -1 6 0
' (t) = Az(t), A= 0 0 9 0

15 15 —-30 -8
Gli autovalori sono:

M=-1, \o=2, p=-2+3i, I=-2-3i

Allora A & semisemplice (cioé diagonalizzabile@). Una base di autovettori di*, relativi a
A1, Ao, p, T2, rispettivamente, €:

v = (1,-1,0,0)
vy = (0,2,1,0)
w=(1,0,0,2 —1)
= (1,0,0,2 + ).

Rispetto a questa base sappiamo che la matrice associata e:

—1l0 0 0

| 020 0

A=1 9 0[-2+3i] 0
00 0 [-2-3i
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Si ottengono allora le quattro soluzioni linearmente iedigenti (si tratta delle colonne della matrice
Pet4, doveP = (vy | vg | w | W)):

Uleﬂ: 1]262157 we(—2+3i)t’ w230t
Sostituiamo le ultime due con le funzioni:
cos 3t sin 3t
Re(we(—2+3i)t) _ 8 e 2t I (we(—2+3i)t) _ 8 e~ 2t
2 cos 3t 4 sin 3t —cos 3t + 2sin 3t

Allora:
cre” " + [c3 cos 3t 4 ¢4 sin 3t]e
—t 2t
_ —c1e” "+ 2cqe
z(t) = coe?t
[c3(2 cos 3t + sin 3t) + c4(2sin 3t — cos 3t)]e™

al variare dicy, ¢o, c3,c4 € R.

In modo equivalente & possibile ottenere le soluzioni grads tramite la matrice associatd'a
nella base reale ottenuta considerando le parti reale e gimaida diw (infatti (Re w, Im w) & una
base reale dE(n) @ E(f)); posto quindi

P =(v1]|vy|Rew | Imw),

svolgendo i calcoli si ha:

Del resto, la matricel & ottenibile anche senza eseguire esplicitamente il pro#o : A P, in quanto

il blocco relativo al’ e ricade nel caso bidimensionale di cui alla matride3(). Allora,
E'(W@E' ()

tenendo conto dellad(31),

_ 2t
etA €
o2t cos3t  sin3t
—sin3t cos3t
Infine:
C1
x(t) = petA |
c3
Cq

= cre vy + cpe?t vy + cze?[(cos 3t) Rew — (sin 3t) Tm w]

+ cse”*[(sin 3t) Rew + (cos 3t) Im w),

che coincide con I'espressione precedentemente trovata peluzioni.
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EsEMPIO.

0 1 10

-2 3 10 2

1 -1 =2 0

-2 1 0 -1

Gli autovalori di A sono=+: con molteplicita algebrica 2. Come si verifica facilmenteango di

A — I & 3, per cui 'autospazio relativoide quindi anche quello relativo-a:) ha dimensione 1: la
matrice non & diagonalizzabile @. Calcoliamo gli autospazi generalizzati; risulta:

2 (t) = Ax(t), A=

-2 2-2 8—21 2
4 —2—-61 8—-200 4—4i
—2i 21 —6+4i =2
4i —2i 8 2+ 2

(A—il)* =

e E'(i) = ker(A —iI)? (infatti, per la Proposizioné.8.14 E'(i) = ker(A —4I)* per un opportuno
s < dim E'(i) = 2, per cui deve essere= 2). Le soluzioni del sistem@A — iI)?z = 0 sono date
da:

1 =(—241d)s—1t

x9=—(442i)s — (1 +i)t s.teC.
r3 =S

$4_t

Allora una base dE’(i) &:
wy = (_2—’_17_4_27’7170)7 U}QZ(—].,—].—Z',O,l),

mentrew, , W, formano una base pé#’(—i). Determiniamo la matrice associata valutando I'imma-
gine dei vettori di base; risulta:

Awy = (=3 — 20,2 — 8i,3i, —4i) = 3iw; — 4iwy
Awg = (=1 —i,1 — 3i,i,—i) = jw; — iws .
Allora

|
—4i —1|

3i i 0 2% i
b= (—4i —4) "(0 i) +’(—4i -4%)

il secondo addendo risulta nilpotente (a quadrato nulle) cpii:
i (14 2t it
tB it
© = (—Mt 1—%9'

1+2it it |
bA _ it | _zdit 1 — 2it]

3i i

Posto

Quindi:

I 44t 14 24t
Ne risultano le quattro soluzioni linearmente indipendent
ep(t), eq(t), e"B(t), e "q(t),
97



Enrico Vitali - LEZIONI INTRODUTTIVE SULLE EQUAZIONI DIFFRENZIALI ORDINARIE

dove:

p(t) = (1 4 2it)wy — ditws = w1 + 2i(wy — 2ws)t
= (=24 — 2t —4— 2i — 4it, 1 + 2it, —4it),

q(t) = itwy 4+ (1 — 2it)wy = wy + i(wy — 2ws)t
= (—1—t,—1—i—2it,it,1 — 2it).

Come indicato in 4.28, passando alle parti reali e immaginarie delle soluzimsidrovate
possiamo ottenere una basale

—2(1+t)cost —sint cost —2(1+1t)sint
| —4cost+2(1+ 2t)sint | —2(1 +2t) cost — 4sint
w(t) = cost — 2tsint o well) = 2t cost + sint ’
4t sint —4tcost
—(1+1t)cost —(1+1¢)sint
| —cost+ (1+2t)sint | —sint — (1 +2t) cost
us(t) = —tsint o walt) = tcost
cost + 2tsint —2tcost +sint

Come nell'esempio precedente calcoliamo le soluzioniapessando tramite la matrice associata
aT nella base reale ottenuta da una base’di) prendendone le parti reale e immaginaria.
Consideriamo i vettoriv; , wy sopra determinati e, come basefd(i) & E'(—i),

Re w1y, Imwy, Re wo, Im ws.
Sia
-2 1 =1 0
-4 -2 -1 -1
1 0 0 0
0 0 1 0

P = (Rew; | Imw; | Rews | Imwsg) =

La matrice associata’d &
AR . —1 .
AE/(i)@El(ii) - P AP =

Posto
0 1:
_ =10 _
D= To0 1
[—10

sappiamo che la matricé®, — D e nilpotente (vedi la4.39):

(DL (1)
.— AR _ .
M «.— AE’(%)@E’(*%) - .D — 5

risultaM? = 0. Inoltre (vedi la ¢.31))

et(_olé) _ ( cost sint)

—sint cost
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Quindi:

exp [tAﬂg’(i)@E’(—i)} =e'P(I +tM)

cost sint : 1 2t 0 t
_ | —sint cost] —2t 1 —t 0 )
B T cost sint 0 -4t 1 =2t]’

| —sint cost 4t 0 2t 1

Infine, una base dello spazio delle soluzioni & data dale® della matricéexp t[lﬂg,(

DOE (—i) |
svolgendo i calcoli si ottengono le soluziani, us, us € uy SOpra menzionate.
4.6 EQUAZIONI SCALARI LINEARI DI ORDINE SUPERIORE
Sial unintervallo reale aperto@, ai, . . ., a, € f funzioni continue inl. SiaL: C™(I) — C°(I)
I'operatore differenziale definito da:
(Ly)(t) =D ar(t)y™ (1)
o (4.35)
= an()y"™ (1) + ...+ ar(t)y' (8) + ao(t)y(?).
Consideriamo I'equazione
Ly =f, (4.36)
e I'equazione
Ly =0. (4.37)

L'equazione 4.37) e detta equazionemogenea associatdla (4.36); di conseguenza ci si riferisce
a volte alla ¢.36 come all’equazioneompleta

PoichéL e lineare, sussiste il medesimo risultato di strutturanerato nella Proposizion&.2.1
per le equazioni lineari del primo ordine, cioé:

PRrROPOSIZIONE 4.6.1 L'insieme delle soluzioni dell’'equazione omogené&7) € un sottospazio
vettorialeV di C™(I) di dimensione:. L'insieme delle soluzioni dell'equazioné.86 puod essere
rappresentato nella forma:

g+,

dovey e una qualunque soluzione dell’equazioAe3( stessa.
Supporremo che il coefficientg, non si annulli mai in/, in modo che I'equazione sia effettiva-

mente di ordine.. Come sappiamo, I'equaziork 86 puod essere trasformata in sistema equivalente
ponendo:

-1
vo=vy, 1=y, z2=y", .. xpn_1=y" V.
Si ottiene
xH =11
) = a9
xh =13
(4.38)
Th_g = Tp—1
, 1

X1 =——an-1Tn—1+ Gn_2Tpn_2 + ...+ arx1 + apro) + —

(07 Qp
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cioé
2 =Ax+0b
con
0 1 0 0
0 0 1 0
A=| b= ¢ |. (4.39)
0 0 1 0
_a_O _an—l f
. - -

Quindiy & soluzione diLy = f se e solo se = (y,%/, ...,y 1) & soluzione di’ = Az + b.
Sey, ..., y, Sonon soluzioni dell'equazione)(37), la matrice delle corrispondenti soluzioni del
sistema4.38, perf = 0, cioe

(y].?yi? A 7y](_n_1))7 A (yn?y/:’L’ R Jy/'(’[:nil))7

€ dettamatrice wronskianae il suo determinante e dettteterminante wronskianalelle soluzioni
Y1,Y25 -+ Yn:

y1(t) .. Yn(t)
w(t) = det
R (O NIV el ()

Sappiamo chew(t) non si annulla mai il o € ivi identicamente nullo. 1l Teorema di Liouville

assume ora la forma .
w(t) = w(r) exp(—/ n-1(5) ds),

T CLn(S)
poichétr A = —a,_1(s)/an(s).
PROPOSIZIONE 4.6.2 Sianoys, ..., y, elementi diV (cioé soluzioni di4.37) e siaty € I. Allora
Y1,Y2,- -, Yn SONO Li. INV se e solo se(ty) # 0.
DimostrazioneConviene dimostrare che
Y1,Y2,---,Yn SONOLd. (inV) se e solo sev(ty) = 0.
Sianoys, yo, - . ., yn 1.d. (in V): esistonaxy, as, . . ., ay, valori reali non tutti nulli per i quali

aryr+...+apy, =0  inl.

Per derivazione si ottiene
alygk) +.. 4ay® =0 inl
Allora le funzioni
—1 .
ul:(yl’y;7’y§n ))’ (1217771)7

che sono soluzioni di4(38, sono l.d., per cui il loro determinante wronskiano, che®), e
identicamente nullo.

Viceversa, sau(ty) = 0, allora sono l.d. (irR™) i vettori u;(ty) peri = 1,...,n (le u; sono
definite come sopra). Il Corollarié.1.2assicura allora chey, ..., u, sono l.d.; in particolare lo
SoNoy1, ..., Yn. U
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Parallelamente a quanto svolto per i sistemi del primo @dinma di passare alla determinazione
di unan-upla di soluzioni linearmente indipendenti dell'equam@mmogenea (per la quale conside-
reremo essenzialmente solo il caso dei coefficienti cajtaetdiamo come si traduce il metodo di
variazione delle costanti illustrato ngh.2 per i sistemi.

Sianoys, ..., y, soluzioni linearmente indipendenti dell’'equaziode3(). Sia X(t) la corri-
spondente matrice wronskiana, che e soluzione del sistéma A(t)X, con A come in @.39.
Sappiamo che la matrice risolvente del sistetha= A(t)z € R(t,s) = X (t)X(s)~! e che una
soluzione particolare di’ = A(t)x + b(t) € data da

(1) — /t R(t, 5)b(s) ds.

La prima componentg di T sara soluzione dell’equazioné.86).
Teniamo conto ché(s) = (f(s)/an(s))en, per cui

y(t) = / r(t,s)f(s)ds, (4.40)

to
con

1
T’(t, 8) = m

Indicata cor(z;;(+)) lamatriceX (-) e ricordando I'espressione della matrice inveksa) —*, risulta:

el X (1) X (s) ey

1 1

r(t,s) = mxu(t)wai(s)ﬂ

doveq;(s) € il complemento algebrico dell’elementq;(s) della matriceX (s). Poichéxy;(t) =
yi(t), € immediato verificare che (si sviluppi secondo I'ultingsy):

yi(s) Yn(s)

X yi(s) o yn(s)
) Y (s)

Y1 (t) Yn(t)

Riassumiamo quanto ottenuto:

PROPOSIZIONE 4.6.3 La funziongj definitain @.40), conr(¢, s) dato dalla @.41), € una soluzione
particolare dell'equazione completd.36).

La funzioner(t, s) & dettanucleo risolventelel’equazione4.36. Nel caso in cui 'equazione
sia autonoma, ripercorrendo lo svolgimento precedenteaia che-(t, s) = r(t — s,0).

4.7 EQUAZIONI A COEFFICIENTI COSTANTI

Consideriamo ora il caso in cui I'operatore differenzialdi cui alla @.35 sia a coefficienti costanti:

Ly)(t) = ary™ = auy™ + ...+ ary/(t) + a0y, -
k=0

conay € R. Studiamo innanzitutto I'equazione omogenea associata.
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Equazione omogenea.

Occupiamocidideterminaresoluzionilinearmente indipendenti dell’equazione omuged . 37).
Individuiamo gli autovalori della matricd in (4.39. Consideriamo il determinante:

-A 1 0 .. 0
0 —x 1 .. 0
0 0 - 0
det(A— )= :
0 1
S 4ar o Sy
anp anp (o35

Sviluppando secondo l'ultima riga otteniamo:

det(A — AT) = (=)™ (= 22) 4 (1) 2 (= 2L) (2 A) 4 (—1)™F8 (= 22) (= \)?

Qg (7% an
4.+ (_1)n+n—1 (_ Gn—2 ) (_/\)71—2

an
n+n an—1 n—
RS A G PV [CV
—1)»
= ( - ) [ao FaAt+a N+ . Fan N a, AN+ an)\"].

L'equazione
P(A\) i= ap A"+ an A" F a2 aiAtag =0

e detteequazione caratteristicdell’equazione4.37; il polinomio a primo membro € detfwolinomio
caratteristicoe le sue radici danno gli autovalori della matridecon le corrispondenti molteplicita.
Indichiamo con
A, A2, 00, A

le radici distinte diP(\), con molteplicitam,, ..., m,, rispettivamente. Dalla teoria svolta per i
sistemi lineari a coefficienti costanti deduciamo che l&izioini dell’'equazione4.37), considerata
in campo complesso, sono combinazioni lineari delle funizio

et (k=1,...,q, j=0,...,my —1). (4.42)

Notiamo come si tratti di un insieme di funzioni: verifichiamo direttamente che si tratta di
soluzioni di @.37) e che sono linearmente indipendenti:

TEOREMA 4.7.1 Le funzioni ¢.42 sonon soluzioni linearmente indipendenti di.G7).

Alla dimostrazione premettiamo alcune considerazioni.
SiaK]z] I'anello dei polinomi nell'indeterminata a coefficienti inK (conK = R o K = C).
DatoP € K[z],
P(z)=a,z" + 12"+ ...+ ag,

definiamo I'operatore lineare
P(D): C>*(I) — C>=(I)
P(D)y = apn D"y + a,_ 1 D" 'y + ...+ aoy.
L'applicazioneP — P (D) & tale che
P+Qw— P(D)+Q(D)
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P-Q+— P(D)oQ(D) (composizione)

Si tratta quindi di un isomorfismo fr&|[z] e un sottoanellcommutativalell'anello degli operatori
differenziali lineari suC'> (si tratta del sottoanello generato dagli operatori di ipbttazione e da
D).

SeK = C allora il polinomio caratteristico di.y = 0 si decompone nella forma:

P(Z) = an(z - )\1)7’m e (z — )\q)mq7

quindi
P(D)=an(D—A)™ -...-(D—X)™.

La verifica che le funzioni4.42 sono soluzioni dell’equaziony = 0 & a questo punto una
conseguenza immediata del seguente lemma (la cui dimmsieaz una facile verifica). Infatti:

(D — Xg)™ (e k) = Mt D™e g
e il secondo membro & nullo ge< m.
LeEMMA 4.7.2 Dati A € C,u € C*(R) em € Nrisulta:
(D-=X\" (e”u(t)) = eMD™u(t).

Per concludere la dimostrazione del Teorefma 1rimane da verificare I'indipendenza lineare
delle funzioni ¢.42. Consideriamo pertanto una loro combinazione linearediada funzione
nulla; in base all'espressione delle funzioni stesse giévale a considerargpolinomi Py, ..., P,,
con Py, di grado non superiorem, — 1, tali che

Pi(t)eMt + ..+ Py(t)et = 0. (4.43)

Mostriamo, per induzione s che questa condizione implica che tutti i polinomi sondinelche
quindi le funzioni @.42 sono linearmente indipendenti. Chiaramente I'implicaz vale peg = 1.
Valga per un valore € N e dimostriamo che vale pgr- 1. Dividendo pee*«+1* entrambii membi
dell'identita @.43, scritta cong + 1 in luogo dig, si ottiené®:

Py(t)eM et 4y P(t)ePam )t L P (1) = 0.

Derivandom, volte otteniamo:
Qu(t)eM Al 4 Qq(t)ePa e = 0,

doveQ);. € un polinomio dello stesso gradoBi; applicando l'ipotesi induttiva ogr®;. € nullo per
cui anche ognP; deve essere nullo[]

Se consideriamo le parti reali e immaginarie delle funz{dmi2 otteniamo una base reale per le
soluzioni dell’equazione omogenég = 0:

TEOREMA 4.7.3 Le soluzioni dell'equazione omogenea3?) sono tutte e sole le combinazioni
lineari delle funzioni
tle® cosft, t/e® sin Bt

1% facile verificare che sk € C \ {0} e P(t) & un polinomio, allora
D[P(t)e*] = Q)
dove@(t) € un polinomio dello stesso grado Bi(t).
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al variare diA = « + i(3 fra le radici del polinomio caratteristico.

Equazione completa.

Vi & un caso notevole in cui € possibile determinare in metdadard una soluziongdell’equa-
zione completa4.36). Supponiamo che la funzionfea secondo membro sia della forma (conviene
lavorare in campo complesso):

F(t) = Pu(t)e, (4.44)
con) € C e P,(t) polinomio di gradon. Siano inoltres, ..., A, le radici distinte del polinomio
caratteristico diL, con molteplicita rispettiven, . . ., m,.

In base al Lemmd.7.2risulta
Mf(t)=0, con M = (D —X\™"!
Pertanto, sg & soluzione dell'equazionky = f allora(M o L)y = 0.?° Distinguiamo ora due casi:

— se\ non eradice del polinomio caratteristico diallora il polinomio caratteristico di/ o L ha
come radici\q, . .., A\q, con le rispettive molteplicita, . . ., mq, €A, con molteplicitan + 1.
In base al Teorem&.7.1
y(t) = yo(t) + Q)™

dovey,, combinazione lineare di funzioni della forrtiai?, peri = 1, ..., ¢, & unasoluzione
dell’'equazione omogenday = 0, mentreQ(t) & un opportuno polinomio di grado al piti.
Esiste pertanto una soluzione della forma

con@(t) polinomio di grado al piun.

— sia invece) radice del polinomio caratteristico di con molteplicita.:: ad esempio\ = \,
e = mg. Allora il polinomio caratteristico diV/ o L presenta le radich; (i # ¢) con le
rispettive molteplicitan;, e A\, con molteplicitg: + m + 1. Quindi

q—1
y(t) =Y Pt)e +Q(t)e,
1

(2

con P;(t) di grado al pitim; e Q(t) di grado al pity: + m. Si osservi ora che, postg(t) =
Zj. cit!, la funzione(Z?;O1 c;t?)eM & soluzione dell’equazione omogenea, per cui possiamo
scrivere

y(t) = yo(t) + t"Q(t)e,

con@(t) polinomio di grado al piun. Esiste pertanto una soluzione della forma
y(t) = t"Q()e .

Riassumendo:

se nell'equaziond.y = f il secondo membro e dato dd.44), con P, (t) di gradom, allora
esiste una soluzione della forma

y(t) = t"Q(b)e™,
doveQ(t) &€ un polinomio di grado non superiorerae 1 € la molteplicita dix come radice del
polinomio caratteristico dL (quindix = 0 se non & radice).

20per questo motivo il metodo ora descritto & anche dettd degichilatori.
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Il polinomio Q(t) viene individuato determinandone i coefficienti in modo ¢h@(t)et sia solu-
zionediLy = f.
Se lavoriamo in campo reale non & difficile verificare che: se

F(£) = €™ [Pu(t) cos Bt + Qi(t) sin B,

con Py, e Qy, polinomi di gradih e k, rispettivamente, allora & possibile determinare unazohey
secondo la seguente regola:

— sea =+ i3 non é radice del polinomio caratteristico, allora esjstiella forma:
y(t) = e [R(t) cos Bt + S(t) sin (t].
conR e S polinomi di grado al pitmax{h, k};
— sea =+ i3 e radice di molteplicita: del polinomio caratteristico, allora esigjalella forma:
y(t) = t'e® [R(t) cos Bt + S(t) sin Bt].
conR e S come sopra.

La determinazione effettiva giavviene determinando i coefficienti dei polinoRie S in modo che
la funzioney sia soluzione.

Esemp1io Consideriamo I'equazione

y' =3y +2y = f(1),

conf(t) = (1 + 3t)e*. Rientriamo nelle condizioni dell'osservazione precedeuna + i3 = 4;
poiche questo valore non e radice del polinomio carattien, &€ possibile determinare una soluzione
7 della forma:

7(t) = (a + bt)e™,

cona, b € R da determinare. Se imponiamo che questa funzione sia sakipiteniama = —1/4
eb=1/2.

Se invece avessimg(t) = (1 + 3t)e?’, poichea = 2 & radice (semplice) del polinomio
caratteristico, cerchiangdella forma:

7(t) = t(a + bt)e?,

cona, b € R da determinare. Svolgendo i calcoli risuftét) = ((3/2)t* — 2t)e*.

4.8 SISTEMI OMOGENEI AUTONOMI: IL CASO BIDIMENSIONALE

Analizziamo piu in dettaglio le soluzioni di un sistemaféitnziale lineare omogeneo e autonomo
nel caso bidimensionale: )
rh =a11x a1
1 1171 + Q1222 (4.45)
Ty = G21T1 + 2272

con A = (a;;) matrice a elementi reali. A seconda cHepresenti autovalori reali e sia 0 meno
diagonalizzabile, oppure presenti autovalori complesstéssariamente distinti), abbiamo visto che,
mediante un opportuno cambiamento di variabile lineare Pz, possiamo ricondurci a un sistema
linearei’ = Az la cui matrice rientra in uno dei seguenti casi:

M0 )
I) <O /\2) conAq, \s € R;
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1I) (())\ }\) conl € R;

I11) <_aﬂ g) cona, B €R, B #0.

SeP = (v1|vg) ognisoluzione&:(-) = (z1(-), Z2(-)) daluogo alla soluzione(-) = z1 (-)v1 +Z2(-)vo
per il sistemar’ = Az, cioéz; ez, rappresentano le coordinate del punto corrente dell'amla
base(vl,vg).

Nell'analisi che segue supporremo direttamente che laioeatr sia delle tipologig 1), (II) o
(II1) elencate sopra. Supporremo inoltre che nessun autovédonelo (se cosi non fosse si vede
facilmente che le traiettorie sarebbero rettilinee: ifdtdeterminante did sarebbe nullo, per cui
le righe della matrice sarebbero proporzionali).

Caso (I): autovalori reali, matrice diagonalizzabile. Le soluZisono date da

z1(t) = 2%ttt
(4.46)

To(t) = xJest

al variare del punta;y = (29, 29) € R%. Sez si trova su uno degli assi coordinati (cieg = 0
oppurex = 0), allora tutta I'orbita rimane su quell’asse. Altrimeniasad esempioz! > 0 e
29 > 0 (lo studio dell'orbita negli altri quadranti & analogo)ugoniamo inoltre di aver scelto le
coordinate in modo ch&; < \.. Dall’'espressione delle soluzioni si ricava rapidameeglazione
delle orbite, poiché

To = .’L’g (eAlt)Az/)\l = {Eg (ZC]_/CC?)Az/Al .

Se teniamo conto dell'arbitrarieta del puritq, 23) nel primo quadrante, concludiamo che la famiglia
delle orbite in tale regione del piano & descritta dall'&zjone
A2 /A
T2 = 7$12/ '
al variare diy > 0.

Se\; < A latipologia delle orbite dipende dal segno\die \». Sivedano le Figuré.2e4.3 le
frecce indicano I'orientamento corrispondente al paraotetrescente e pud essere immediatamente
desunto dalle equaziond (46. Se gli autovalori sono dello stesso segno si dice chegiiogi € un
nodo(stabile o instabile a seconda che il segno degli autovsiamegativo o positivo); mentre se
gli autovalori sono di segno opposto si parla dell’originenepunto di sella

Se)\; = \q le orbite sono semirette uscenti dall’origine: ci si rifare a questa situazione anche
dicendo che I'origine € unodo a stella

Caso (II): autovalorireali e coincidenti, matrice non diagonaliziza In tal caso le soluzioni sono
date da:
— At
{ 1 - (01;— cot)e (4.47)
Ty = Co€

al variare di(c1, co) € R?: tale punto rappresenta il valore iniziat€0). Sec, = 22(0) = 0 allora
l'orbita & tutta sull’asser;. Altrimenti sia, ad esempia;; = 22(0) > 0; possiamo allora porre
'equazione dell'orbita nella forma:

=2

T1 log xo + /\C—1 —logcs).
A C2
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A1<A2<0

A1 <0< A2

y..
ha

Figura 4.2 - Nodo stabile e punto di sella

FAN

/ o

Figura 4.3 - Nodo instabile
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Figura 4.4 - Nodo improprio stabile\(< 0)

Per l'arbitrarieta di; ec, lafamiglia delle orbite nel semipiang > 0 si pud anche scrivere conié:

L2

A

In tal caso si parla dell’origine commeodo improprio(Figura4.4). Al crescere di il punto x(t)
si avvicina o si allontana dall’'origine a seconda del segnb, @dome si puo vedere dall’equazione

(4.47).

Caso (II1): autovalori complessi coniugati. Le soluzioni solo date da

x (logza +7), ~v€R.

x1 = e*(cq cos Bt + co sin ft)
x9 = e (—cysin Bt + cacos Bt)

al variare diz(0) = (c1, c2) € R2. Nell'ipotesiin cuic; e c; non siano contemporaneamente nulli,
se poniamo

K=4\/c2+c>0, cosp=c1/K, sinp=ca/K,

possiamo esprimere le soluzioni come

x1 = Ke* cos(p — St)
xo = Ke“sin(p — (t)

Pertanto, in coordinate polari, le traiettorie hanno eduezparametriche

0= Ke™
v =p— [t
e quindi, eliminanda,
0= Ce(a/B)? (4.48)

21A questa equazione possiamo giungere anche applicanddongmgenti esposti nel paragrafa7. Infatti la forma
differenziale
w(z1,z2) = Aradrs — (A\z1 + 22) das

non & esatta, ma Hg/z2 come fattore integrante. Si ottiene
1 r1
Pw(zl,xg) =dH(z1,x2), con H(xz1,x2) :)\g — log z2,
2

da cui I'equazione (x1, z2) = ~ per le orbite.
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Figura 4.5 - Fuoco stabilex(< 0) e instabile & > 0)

7
&

Figura 4.6 - Centro (autovalotii3); I'orientamento delle traiettorie dipende dal segn@di

conC > 0 costante arbitrari&

Sea # 0 la (4.48 descrive delle spirali logaritmiche, che si avvolgonmatb all’origine al
crescere o0 al decresceredlisecondo che il rapporta/3 sia positivo 0 negativo, rispettivamente.
In tal caso ci si riferisce all’origine come a dnoca In Figura4.5 & rappresentata la situazione
a/B > 0. ll verso delle frecce si deduce subito dalla relazipre K et

Sea = 0 le orbite descritte da4(48 sono circonferenze. In tal caso I'origine & detemtro(vedi
Figura4.6).

OsSERVAZIONE 4.8.1 Notiamo che il caso degli autovalori reali e coincidenNj (= A2 = )\) e

quello degli autovalori complessi coniugati con parte eaallla (-5i) possono essere visti come
“casi limite” delle situazioni in cui gli autovalori sonoak e distinti o complessi coniugati con parte
reale non nulla, rispettivamente: sitratta, pertantocesi pit suscettibili di cambiamenti di tipologia

22Come nel caso precedente, possiamo ricavare questa eggiazitvendo la forma differenzial@zy — axs) dey + (g +
Bx2) dzo in coordinate polari (cfr.3.22), ottenendo I'equaziong3oedo + ap?dy = 0, cio, pero # 0,

d(Blogo+ o) = édQ + add = 0.
4
Da qui la @.49.
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per “piccole perturbazioni”.
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Appendice: operatori lineari

Richiamiamo alcuni risultati di Algebra Lineare utilizzat questo capitolo (per una trattazione piu
approfondita si puo consultare un qualunque libro intttido sull’argomento).
SiaV uno spazio vettoriale di dimensionesu un campd (conK = R oK = C).

Cambiamento di bas&iano% = (vy, ..., Un)?'%? = (?4,...,0,) due date basi di" e indichiamo
conP = (p;;) la matrice di passaggio d& a 4, cioe tale che:

’LN)j = Zpij’Ui. (449)

Sianoz = (x1,...,z,) €% = (Z1,. .., Z,) le n-uple delle componenti di un vettoreén % e %

rispettivamente, cioe:
V= Z.Ti’l}i = Z.%jf)]‘ .
i J

Allora:
v=) 8 ) pigvi = Y (D piEi)uis
J i i j
allora
x = Pz. (4.50)

OsSERVAZIONE 4.8.2 SeV = K" e % & la base canonica, allora la matriedna come colonne gli
elementi diz:

P=(01|02]...]|0n).
Infatti, se consideriamo lacomponentéma dei due membrinella&(49 abbiamd;), = >, pijdin =
DPhj)-

Matrice associata a un operatore linear8ia7: V' — V un operatore lineare. Si#& una base di
V. Le componenti inZ di ogni vettorev € V' e del suo trasformatdv sono legate da una relazione
lineare; esiste cioé una matrice € M"™*"(K) con la proprieta che se € K™ & il vettore delle
componenti div in 4, alloraTv ha come componenti, sempred, il vettorey = Az. La matrice
A & dettamatrice associata 7" nella base?.

Rilevante sara il caso in cii si decompone in somma diretta di sottospBAzinvarianti, cioe
sottospazi tali ch&'V;, C V, e peri quali

V=VieWno...aoV,.
E immediato vedere che vale il seguente risultato:

ProposIZIONE 4.8.3 Nelle ipotesi poste, s&;, & unabase dv}, allora %, U. . .U%, (0 meglio, la
base ottenuta prendendo ordinatamente gli elementi dae®,, . . . , %,) & una base dv’ rispetto
a cui la matrice associata @ e diagonale a blocchi:

Aq

Ay
A= Ay | : (4.51)

-

111



Enrico Vitali - LEZIONI INTRODUTTIVE SULLE EQUAZIONI DIFFRENZIALI ORDINARIE

(ciascun blocco ha la diagonale principale sulla diagonpitacipale diA). La matriceAy € ditipo
my X myg conmy = dim V. Inoltre

A, & la matrice associata @| in 4.
Vi

Assegnate due bagt e Z di V, vediamo quale relazione sussiste fra le mattieid associate &
nelle due basi. Dato € V, sianox = (z1,...,2,) €% = (Z1,...,T,) le n-uple delle componenti
div in 2 e %, rispettivamente; allora le componentiHi nelle due basi sondz e Az; secondo la
(4.50 deve pertanto essere

Axr = PAT,

da cui, poich&: = Pz, ~
A=P AP (4.52)

Quindi A e A, matrici associate @ nelle basiZ e 4 rispettivamente, sono tra loro simili.

Autovalori e autospazi. Diagonalizzabilit&iaZ: V' — V un operatore lineare. Fondamentale ¢ la
seguente definizione.

DEFINIZIONE 4.8.4 Un elemento\ € K si diceautovaloredi T se esiste € V' \ {0} tale che
Tv = \v. (4.53)

Tali vettori sono dettiautovettoridi T relativi a A. 1l sottospazioE(\) = ker(T" — AI) & detto
autospaziali T relativo a\.

Se A & la matrice associata all'operatdren una fissata base, I'equaziore%3 diventa
Ar = Az,

dovex é il vettore delle componenti di. D’altro canto, ad ogni matricel € A/"*"™(K) rimane
associato I'operatore lineare

T=T4K"—-K" definitoda T4(z)= Az.

Se la matrice & a coefficienti reali possiamo consideraréaperatorely' : x — Az: R" — R"
che l'operatoré® T4': x +— Az: C* — C". Come autovalori di4d intenderemo gli autovalori di
TA.

ProOPOSIZIONE 4.8.5 DataA € M™*™(K), un elementd € K & autovalore di4 se e solo se &
radice del seguente polinomio, deftolinomio caratteristicali A:

p(z) = det(A — 21).

Dimostrazionel'esistenza di una soluzionenon nulla dellequaziong4 — AI)z = 0 equivale
allarichiesta cheet(A — X\I) =0. O

Questo risultato implica, in particolare, che il polinondaratteristico di matrici associate allo
stesso operatore coincidono (del restof’se una matrice invertibile, un’applicazione del Teorema
di Binet da:

det(P7'AP — 2I) = det P~ (A — 2I)P = det(A — zI),

23’ analogo passaggio nel caso di un generico spazio vefidrisuR & lacomplessificazioneell'operatoreT” (e dello spazio
V).
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per cui matrici simili hanno lo stesso polinomio carattécis, e le matrici associate a un operatore
lineareT: V — V sono legate dalla relazione di similitudine). Cio perraelitdefinire il polinomio
caratteristico di un operatofe: V' — V' come polinomio caratteristico della matrice associala a
in una qualunque fissata base.

OSSERVAZIONE 4.8.6 Mettiamo in evidenza il vantaggio di studiarelfnh= C anche il caso delle
matrici a elementi reali: infatti, poich€ e algebricamente chiuso, il polinomio caratteristico ha
esattamente soluzioni, contate con la dovuta molteplicita.

Diciamo molteplicita algebricadi un autovalore\ la molteplicitam(\) di A come radice del
polinomio caratteristico. Diciammolteplicita geometricai A la dimensione () dell'autospazio
E(N).

SeK =CeM\y,...,\; sono gli autovalori distinti di” allora:

m(A) + ... +m(Ng) =n. (4.54)
E utile ricordare il seguente risultato, di facile verifica.

PrOPOSIZIONE 4.8.7 Dati Vi, ..., V, sottospazi di/, le seguenti proprieta sono equivalenti:
a) se) . v; =0, cony; € V;, allorav; = 0 per ogniz;

b) Vin ;4 Vi = {0}

In tal caso si dice che i sottospald, . .., V; sonoindipendentio che sono irsomma direttee il
sottospazid/; + ...+ V, siindicaconV; @ ... ® V,. Intal caso, una base dii @ ... ® V, si
ottiene considerando,ordinatamente, gli elementi di uasebdil;, di Vs, ..., diV.

PROPOSIZIONE 4.8.8 Siano\i,. .., A, gli autovalori distinti di7". Allora i sottospazE/(\q), ...,
E()\y) sono in somma diretta.

DimostrazioneProcediamo per induzione gu Sianog = 2 ev; € E()\;) (i = 1,2) tali che
v1 +v9 = 0, Cio€v; = —wo; alloral = T(Ul +1)2) = A\v1 +Avg = (/\2 —)\1)1)2. Poiché\; # Ag,
deve essere, = 0, quindi anchey; = 0. Valga ora la proprieta per ogni intero naturale minore di
un fissato valorg. Sianov; € E();) tali chev; +... +v, = 0; allorav; = —(v2 + ... 4 v,), cOSI
che

0=T(v1+...4+v) =Av1+ ...+ A0 =—A(va+...+vg) + Aava+ ...+ Ay
Z(/\Q—/\1)’U2+...—|—()\q—/\1)’uq.

Per I'ipotesi induttivav, = ... = v, = 0, quindi anche;, = 0. O

PROPOSIZIONE 4.8.9 Per ogni autovalore\ risulta p(\) < m(\).

DimostrazioneSiar = p(\) e # una base dV' i cui primi r elementi costituiscano una base di
E()N). Poich&T — M) E(\) = {0}, la matrice associata®a— \I in % ha nulle le prime- colonne.
Pertanto il polinomio caratteristico(z) di 7" ha come fattore il polinomig¢z — \)". Allora p(z)
presenta la radicgé almeno con molteplicita. O

PROPOSIZIONE 4.8.10 Le seguenti proprieta sono equivalenti:

a) T & diagonalizzabile (cioé esiste una baseldirispetto a cui la matrice associata & &
diagonale);
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b) esiste una base d costituita da autovettori df".
c) dettidg, Ao, ..., A, gli autovalori distinti diT’, risulta

V=EM)®EN)D... & E(/\q).

Inoltre, seK = C, equivalente a queste ¢ la proprieta:
d) per ogni autovalore la molteplicita algebrica coincidercquella geometrica.

In tali condizioni, la matrice associata&in una qualunque base formata da autovettori € diagonale.

In particolare, sé&K = C e T ha tutti gli autovalori semplici allora € diagonalizzabil

Dimostrazionel'equivalenzafrga) e (b) &€ immediata poiché il fatto cHE si esprimain una base
A = (v1,...,v,) mediante una matrice diagondbe= diag (A1, ..., A,,) equivale ad affermare che
le componenti dil’'v; nella baseZ sono date dde; (cone; i-esimo elemento della base canonica
di C"), cioeTv; = \;v;: questa uguaglianza traduce il fatto ahed un autovettoré?

In base alla Proposizionk8.8possiamo considerare la somma dirdit@g\;) & E(X\2) & ... @
E()\,), che risulta essere un sottospazio di dimensigig) + ... + o(),). Nell'ipotesiK = C,
poichép();) < m(\;) (Proposizionet.8.9 e m(A1) + ... + m(\;) = n = dimV, ne segue
I'equivalenza di(c) e (d).

Se teniamo conto della Proposiziof&.§ la proprieta(b) sussiste se e solo §& = E(\1) @
E(\2) & ...® E()\g), e questo & vero se e solo se valg O

OSSERVAZIONE 4.8.11 E utile notare esplicitamente, ricordando I'Osservaziige2e il risultato
precedente, che 96 = C* e & = (v1,v9,...,v,) € Una base dC" costituita da autovettori di,
allora la matriceP = (v; | vz | ... | v,) che ha come colonne tali autovettori diagonalizzaioe
P~'AP & diagonale.

Autospazi generalizzati.

Indichiamo con)q, ..., A, gli autovalori distinti dell'operatord™: V' — V, di molteplicita
algebrichen (), ..., m()\,), rispettivamente.

SeT non e diagonalizzabile allofid non possiede una base di autovettori, per cui non puo essere
espresso come somma diretta dei suoi autospazi. Il ruoloastgviene invece svolto dai cosiddetti
autospazi generalizzati

Svolgiamo dapprima alcune osservazioni preliminari. Datapplicazione lineard: V. — V,
risulta

kerT CkerT? C ... C ker T* C ker T*+1 C...

Im7 2Im7T?2 ... 2ImT* DImTF1 O ...

E immediato verificare che sono tutti sottosp&zinvarianti, cioé sottospai’ per i qualiT (W) C
W. Poiché la dimensione di € finita, esistes < n per il quale

ker T = ker T* 1,
Siav = dim ker 7. Dal momento chdimIm 7% = n — v = dim Im T**!, ne segue che

Im7% =TIm T

24Del resto, anche esprimendo la diagonalizzabilita diretinte come esistenza di una matriegale cheP~'AP =
diag(\1, ..., A\n), siottieneAP = Pdiag(A1, ..., An), Cioe Av; = \;v; Sev; € lai-esima colonna di.
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Osserviamo che $erT® = ker T°*! (e quindilm T° = Im 7*+!), allorarisultaanchker 75+ =
ker 752 = ker T3 = ...; infatti, sev € kerT°%2 alloraTv € ker Tt = ker T®, quindi
T*Tv = 0, cioév € ker T**L. Quindiker 75! = ker T°*2 (si procede per induzione).

Dimostriamo ora che

V=kerT°®ImT?.

Atalfine & sufficiente dimostrare cher 7°NIm 7°* = {0}, poicheintal casdim(ker 7°+Im 7%) =

n per cuiker7° + Im7T* = V. Sia pertantw € ker7*® N Im7*; allora esistew € V per il
qualeTsw = v, per cui0 = T%v = T?w e quindiw € kerT?*. Per quanto sopra osservato,
ker T7 = ker T perj > s; alloraw € ker 7%, da cuiv = T5w = 0.

Infine, osserviamo che, der7'* non & banale, allord’ ha, suker 7, solo I'autovalore nullo,
poiché la relaziond'(v) = Av conv € ker T¢ daT?(v) = AT (v) = A0, ...,0 = T*(v) = v,
da cuiA = 0.

Delresto,I] non puo presentafecome autovalore, perchier (7" — 0I) = ker " C ker T,

. ImT .
e quest’ultimo ha intersezione nulla chin 7°°.
Riassumiamo questi risultati nel seguente enunciato.

LEMMA 4.8.12 (DECOMPOSIZIONE DI FITTING) SiaT: V — V un’applicazione lineare. Al-
lora:

a) esistes < n = dim V tale che

ker 7% = ker T°T%,  Im7T* =Im7T°t. (4.55)

b) Ses soddisfa la(4.59), allorakerT° e Im T'® sono sottospaZi'-invarianti e
V=kerT°®&ImT?*.
Inoltre, T non puo presentare I'autovalore nullo, mentrekee 7 € non banale, allora

ImT ,
T ha solo I'autovalore nullo.
ker T'°

La decomposizione in somma diretta di cui al pu(ip del lemma precedente e la struttura
diagonale a blocchi della matrice associafasecondo la Proposiziorde8.3permettono di spezzare
il polinomio caratteristico nel prodotto dei polinomi ctteaistici di 7' eT‘ . In particolare,

. N ImT?
se( e autovalore di” di molteplicitam, allora

ker T'°

dimker 7% = m, quindi s <m.

Applichiamo ora questi risultati all’operatofe— A1, dove\ & un autovalore dI’; otteniamo una
decomposizion€™ = V, @ W tale chel’ ha solo I'autovalore\ suV), e autovalori diversi da su
W (separazione degli autovalgrilnoltre,Vy e W sonoT-invarianti (perch&7" — A\I)-invarianti).

Il sottospazioV, = ker(T' — A\I)® & il cosiddettcautospazio generalizzatelativo a, indicato
con E’()\). Possiamo anche porre, equivalentemente:

DEFINIZIONE 4.8.13 Sidiceautospazio generalizzatelativo all’autovalore) il sottospazio

E'(\) = | kex(T — AI).
jEN
La proposizione seguente riassume le proprieta fondatieintjuesti sottospazi ricavate sopra.
PROPOSIZIONE 4.8.14 Sia\ autovalore dil’ con molteplicita algebrican. Allora:
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a) E'(X\) =ker(T — AI)® per un opportuna € N. Inoltre dim E’(\) = m e risultas < m.
b) T: E'(\) — E'()\) cioeT (E'(X)) C E'(N).

¢) A e l'unico autovalore dil“‘ .
E'(\)

A questo punto un’applicazione ripetuta della decomposgridi Fitting fornisce il seguente
risultato.

TeorREMA 4.8.15 SiaK = C e indichiamo con\y, . .., A, gli autovalori distinti di7". Allora:
V=FEM)®EN)&...0E(\).

Questa decomposizione @i* in somma diretta da luogo a una matrideassociata & come
indicato nella Proposizion&8.3 conV, = E’()\):

Ay

A— ﬂ , (4.56)
o

A; € la matrice associataﬂ?:} rispetto a%;..
E'(Ak)

dove:

Forma canonica di Jordan.

Si puod dimostrare che e possibile scegliere una base peaatpspazio generalizzafd () in
modo che la matrice4(56 associata & sia di ‘forma speciale’. Poich@ trasforma ognit’ ()
in sé, il problema pud chiaramente essere riformulatoymeoperatorel’: V' — V con un solo
autovalore\ di molteplicitan (quindi E/(\) = V). Prima di enunciare il risultato premettiamo una
definizione.

DEFINIZIONE 4.8.16 a) Si diceblocco di Jordardi ordiner, o matrice elementare di Jordath
ordiner, associato a\, la matrice di ordiner:

Al 0
Al

B = 0

1

0 A

b) Si dicematrice di Jordawli ordinen una matrice di ordine: della forma:

B,

By

A= E , (4.57)
. |?S
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doveBy, ..., B, sono blocchi di Jordan.
Il blocco di ordiner = 1 relativo a\ € semplicemente la matri¢a) ditipo 1 x 1.

TEOREMA 4.8.17 SiaT: V — V un operatore lineare e sia € C autovalore di molteplicita
n = dim V. Allora esiste una base di rispetto a cui la matrice associata’d € una matrice di
Jordan con blocchi associati . Tale matrice € univocamente individuata @aa meno di una
permutazione dei blocchi.

Il caso diagonalizzabile corrisponde al situazione in atti t blocchi sono di ordine 1.
Il teorema precedente, applicato ad ogni blocco della egmttazionel(56 da subito il seguente
risultato.

TEOREMA 4.8.18 (FORMA CANONICA DI JORDAN) SiaT: V — V un operatore lineare. Al-
lora esiste una base df rispetto a cui la matrice associatad € una matrice di Jordan formata da
blocchi associati agli autovalori dI". Tale matrice & unica a meno di una permutazione dei blocchi

OSSERVAZIONE 4.8.19 Mentre la determinazione della matricé. %6 associata &' pud essere
ottenuta dalla scelta di urgualunquebase per ciascuf’(\), il calcolo della forma di Jordad
richiede I'individuazione di unarticolarebase; una base in cui accanto ad ogni elemento vi siano
tutte le controimmagini iterate tramite — \I. Data una base dell’autospazif{)\), a partire da
ciascuno dei suoi elementi si costruiscono in tal modo iovetti una base di’(\) corrispondenti

a un blocco di Jordan. Ad esempio,Be\) = (v, w) e

(T - X' =v, (T—=Xw" =, " ¢Im(T - \)
(T —X)w' =w, w' ¢Im(T — ),

allora, chiaramente, rispetto alla basev’, v”, w, w’) di C® la matrice associata® — I &:

, quindi la matrice dil" e

In generale il numero dei blocchi € pari alla molteplicigometrica di. (Per i dettagli sulla struttura
della forma di Jordan si veda, ad esempiol]].

Matrici reali con autovalori complessi. Forma canonica lea

Consideriamo ora il caso di una matridec M™*"(R) che non abbia necessariamente tutti gli
autovalori reali. La matrice4(56 associata & pud comungue essere ottenuta utilizzando una base
complessa. Poiché la matrice & a elementi reali; 8¢ sono due autovalori coniugati le basi per i
corrispondenti autospazi possono essere scelte fra lmiagate; pertanto, se;, wo, . .., w,, € una
base diE’(p) allora

W1, W2,y ooy Wiy, W1, W2, ..., W

e unabase db’ (1) ® E’'(1z). A questa possiamo sostituire la basele ottenuta prendendo la parte
reale e immaginaria des;:

Zla<17223<27' "azmaCWH dOVe Zj = %7 Cj = (458)

Se indichiamo con

Al,..., A autovalorireali
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M1,y sy ..., autovalori non real

allora la rappresentazioné.66 diventa una matriceealediagonale a blocchi della forma

Ay
} A,
A= e , (4_59)
Ay
AP
dove
Ay :  matrice associataﬂ
E'(\x)
A% . matrice associataﬂ .
E'(uj)®E (7;)
Sele bas{wy, wo, ..., w,,) per gliautospazi generalizzati sono tali da dar luogo alfenfa canonica

di Jordan, non é difficile vedere che il passaggio alle padle e immaginaria degli element;
ilustrato sopra porta a una matrice nella forma canonicaritssdal seguente teorema (si ricordi il
passaggio dalla matricé Q9 alla (4.30).

TEOREMA 4.8.20 (FORMA CANONICA REALE) Esiste una base di rispetto a cuil’ si rappre-

senta mediante la matrice
Jo — J|0
= olur )

doveJ’ & la matrice di Jordan relativa a

E' 0@ BE (A

mentreJ” si ottiene dalla matrice di Jordan relativa a

B (1)@ 0B ()

sostituendo:

(6% 1 .
p;  con BW:(—KJL' g;) (1j = oy + ;)

1 con IQ:((I) 2)

Per ulteriori approfondimenti rimandiamo ancorald][

Esempio. Riprendiamo I'ultimo esempio considerato f§el.5. Risulta:

—i 1 1 0
. 2 3-4 10 2
A—il=|( " "1 5, ’

2 1 0 —1-i
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un autovettore relativo all'autovaloiet, ad esempio,

Seguendo quanto indicato nell'Osservazidriz 19(vedi anche la seconda parte dell’esempio svolto
a pag90), cerchiamo un vettore, soddisfacente la relazione

(A — iI)’Ug = V1.
Risulta, ad esempio,
(1/2) +i
N e B
2 —i)2
0

Chiaramente(A — il)?vy = 0, per cuivy € ker(T — il)? = E'(i). Rispetto alla basév;, vs) la

matrice associata all’'operatof® — iI) : e:
E' (i

(o o)

Quindi la matrice associataZanella basd v, v2, 71, 72) € in forma canonica di Jordan:

Invece, rispetto alla base
(Re vy, Imvy, Revg, Imvg),

la matrice associata’d & data daP~! AP, doveP & la matrice che ha nelle colonne gli elementi di
tale base. Svolgendo i calcoli si ottiene

coerentemente con quanto sopra affermato.
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Capitolo 5

COMPORTAMENTO ASINTOTICO. STABILITA

Negli esempi lineari bidimensionali studiati riet.8abbiamo notato la relazione fra I'origine (punto
di equilibrio), il comportamento asintotico delle soluzipert — oo € il segno degli autovaloridella
matrice dei coefficienti. Mettiamo ora in evidenza la vdidjenerale di questa relazione, e come la
si possa applicare localmente nel caso non lineare. Esponiiaine il metodo di Liapunov per lo
studio della stabilita dei sistemi non lineari.

Nel primo paragrafo diamo le definizioni base dei concetitdbilita nel caso generale dei sistemi
autonomi non lineari.

5.1 STABILIT A DEI PUNTI DI EQUILIBRIO

SiaQunapertodR™ e f: 2 — R™unafunzione localmente lipschitziana. Consideriamalagione
autonoma

2 = f(x). (5.1)
Come visto nel paragraf@.6, la dinamica dell’equazione ¢ individuata diissoyp, che per ogni
puntoz, €  dala soluzione(-, zo) del problema di Cauchy

{z1%)

intesa definita nel suo intervallo massimale di esisténza(z), w- (z0)).
Nel caso in cuif (z) = Az, conA matricen x n a elementi reali, si ottiene tusso linearedato
da:

o(t,z) = e

Usualmente ci si riferisce con il termine di flusso anche fitioneet4.

OSSERVAZIONE 5.1.1 Nozioni come quella di stabilita, che esporremo fra pocineolgono sol-
tanto il flussop sopra definito e possono essere utilmente estese ad ogadisite in cui sia data
una funzionep soddisfacente le proprieta della Proposizi@r 2 indipendentemente dal fatto che
guesta sia definita a partire da un’equazione differenziflla qui lo studio generale dsistemi
dinamici

Siaz € © un punto diequilibrio del flussop, cioé un punto per il qualg¢(z) = 0 (od anche,
in termini del flusso,p(-,7) = ). Nella definizione seguente prendiamo in considerazibne i
comportamento delle soluzioni per tentpk 0.
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DEeFINIZIONE 5.1.2 Nella ipotesi precedenti:

a) il puntoT & detto punto dequilibrio stabile(secondo Liapunov) se per ogni intorbodi T
esiste un intornd” di Z per il quale, comunque presoc V N, si ha

wy(x) =400, e p(t,x) e U perognit > 0.

b) il puntoZ e dettoattrattivose esiste un intorn®” di = tale che, per ognt € V N Q2

wy(z) =400, e lim ¢(t,z) =T.

t——+o0
¢) Il puntoz & dettoasintoticamente stabike & stabile e attrattivo.

Il punto T si diceinstabilese non & stabile.

OSSERVAZIONE 5.1.3 La richiestaw () = 400 pud essere omessa in quanto, considerando un
intornoU cC Q, la condizione che(¢, z) € U per ognit € [0, w,(x)) assicura che L (x) = +occ.

OSSERVAZIONE 5.1.4 La stabilita e I'attrattivita di un punto di equilibrio so due concetti indi-
pendenti. Il caso del centro in un sistema lineare bidin@rae € chiaramente un esempio di punto
stabile, ma non attrattivo, ma € possibile costruire esetnpunti di equilibrio che sono attrattivi,
ma non stabili (si veda, ad esempia), [§ 15).

5.2 COMPORTAMENTO ASINTOTICO DEI SISTEMI LINEARI

Consideriamo un sistema lineare omogeneo a coefficienintise’ = Ax. L'origine & chiaramente
un punto di equilibrio.
Introduciamo le seguenti definizidhi

DEFINIZIONE 5.2.1 Diremo che I'origine € upozzoper I'equazioner’ = Ax se comungue presa
una soluzione:(+) risulta;

lim z(t) = 0.

t——+o0

L'origine € invece dettaorgentese comungue presa una soluzione non nuila risulta;

li = .
im |z(t)] = +o0

t—

Nel primo caso si dice anche che il corrispondente fluss@fime’* & unacontrazionementre nel
secondo caso si dice che & aspansione

La naturadell’origine come punto di equilibrio dipende siagino della parte reale degli autovalori
di A:

TEOREMA 5.2.2 L'origine & un pozzo (o una sorgente) per I'equaziafe= Ax se e solo se la
parte reale di ogni autovalore della matricé e negativa (o, rispettivamente, positiva).

25j| termine pozzoviene usualmente reso ceinkin inglese
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DimostrazioneSupponiamo ch&e A < 0 per ogni autovalore.. Sex = (x1,...,2,) € una
soluzione, sappiamo che ogri € combinazione lineare di funzioni della forma
et cosft, Ve sin ft, (5.2)

al variare dic + 4 fra gli autovalori diA. Allora z(t) — 0 pert — 400 Se ognix € negativo.
Invece, nell'ipotesi ch&e A > 0 per ogni autovalore,, si osservi che la matrice A ha tutti gli
autovalori con parte reale negativa, per cui

lim [e"*¢| =0 perogni¢ € R".

t——+o0

Larbitrarieta di¢ implica chelle*4| — 0 pert — +oo (infatti, se¢ & I'i-esimo elemento della
base canonica si ottiene I'annullarsi, al limite, deliana colonna della matrice’4). Sia oraz(-)
una soluzione non nulla di = Ax; esiste allorary € R™ \ {0} tale chex(t) = et“xy. Quindi:

jwol = le™a(t)] < lle™ 4 [[(#)]-

Poiché|le~*4|| — 0 pert — +oo ez # 0, deve esserg:(t)| — +oo pert — +oo.
Peril viceversa, sia un autovettore dil relativo ad un autovalore = a+if. Allorax(t) = e*v
e soluzione di’ = Az (in C). Poiché

|z (t)] = e*Jul,

le soluzioni tendono a zero o all'infinito (in modulo) seconche siaReA < 0 0 ReA > 0,
rispettivamente. [

Il passo successivo € analizzare i cosiddetti flussi idaibo

DEFINIZIONE 5.2.3 Diciamo che il flusse’* &iperbolicose ogni autovalore diA ha parte reale
non nulla.

Indichiamo com\y, ..., A\, € C gli autovalori distinti diA. Sappiamo che (vedi Teorem&s.15:
C"=E'M)®...®E'(\).
Seet4 & iperbolico, suddividiamo gli autovalori distinguenidigpetto al segno della parte reale:

ReAr <0 k=1,....r
ReXr >0 k=r+1,...,q

(intenderemo ch&e A > 0 per ogni\ ser = 0 e cheRe A < 0 per ogniA ser = ¢). Quindi
C" = E; & By,

dove
EC=F\)@...aF' (), ES=FM\u1)&...0FE,).

S

Poiché la matricel e a elementi reali, esiste una base realE’dj.) ® E’ (%), per ogni autovalore
u € C\ R; possiamo quindi decompor®® nella somm#’

R"=E,®E,, conE,=E‘NR"eE,=FESNR".

26si noti che le combinazioni lineari reali degli elementi diaubase reale di’ (1) @ E’(jz) formano un sottospazio &
di dimensionedim £’ ().
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Sappiamo che entrambi i sottospazi sono invarianti rispalftoperatore’: = +— Az (vedi
Proposizionet.8.19 e quindi anche rispetto al fluss$” (basti ricordare la definizione di matrice

esponenziale). Inoltre gli autovalori ﬁﬁ‘ SONOA{,..., A e quellidiT|  sonoA,q1,...,Aq.
E, E,
Pertanto:

PROPOSIZIONE 5.2.4 Lo spazioR™ pud essere decomposto nella forma:
R" = E, © E,
in modo che:
e ciascuno dei due sottospazi sia invariante rispettodaé quindi rispetto al flusse'4;

o ct4 . & una contrazione, mentré” . € un’espansione.

Si pud dimostrare che questa decomposizione € unica, @edisempio,]). | sottospaziF, ed
E,, sono anche dettiarieta stabilee varieta instabile rispettivamenté’

Notiamo che il cambiamento di variabite= Pz applicato nek 4.4 per studiare la struttura delle
soluzioni di un sistema lineare omogeneo e autonomo wi@zina matricé” costruita mediante
autovettori generalizzati. Sif, ¢ E,, la decomposizione dk” relativa al sistema’ = Az, con
A = P~1AP: poicheA & diagonale a blocchi e ogni blocco presenta un solo awimedl, e £,
sono sottospazi coordinati. | sottospazi := PE, e E, := PE, danno la parte stabile e instabile
di R™ relativamente al sistemd = Ax.

ESEMPI

;L (1 4
l.x_A:cconA_(2 _1>.

Gli autovalori sonot3 e
E,=E(=3)=((1,-1)), E,=E@3)=((21)).

2 1 L T L . .
SeP = allora nelle coordinatg date dar = Pz il sistema si scrive equivalentemente in

1 -1
P = 3%
il = —3is.

forma diagonale;
Le traiettorie sono iperboli (vedi Figufal).

3 2 -6
2.2' =AzconA=|3 -1 —4
2 2 =5
La forma canonicareale e:
) -2 110
A=1 -1 =20
0 0]1

In Figura5.2 sono riportate alcune traiettorie relative al sistetha Az.

Prendiamo ora in considerazione il caso in cui la matrdgeossa presentare autovalori con parte
reale nulla.

TEOREMA 5.2.5 L'origine e stabile perI'equazione = Ax se e solo se valgono le due condizioni
seguenti:

27Gli indici s e u stanno pestablee unstable
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Figura 5.1 - Varieta stabile e instabile, nelle coordinatey

Figura 5.2 - Un esempio tridimensionale atim £, = 2 edim £, = 1
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a) Re A < 0 per ogni autovalore\ di A;

b) ogni autovalore\ con parte reale nulla deve essere semisemplice, cioé évenelteplicita
geometrica coincidente con quella algebrica.

In particolare, se esiste un autovalore con parte realetgiraente positiva, alloral'origine € instabile.

DimostrazioneCome abbiamo visto nel capitolo precedente, mediante uortypp cambiamento
di variabile (e quindi di base i) = = Pz si ottiene un sistema equivalente = Az in cui la
matriceA = P~! AP & diagonale a blocchi, con ciascun bloctp relativo alla rappresentazione
della trasformazione — Ax ristretta all'autospazio generalizzal$(\;). 1l calcolo della matrice
risolventee’ si riduce al calcolo di?*“*, in cui si sfrutta la decomposizion®, = Ay 1 + (Ax — A1)
in somma di una matrice diagonale e una matrice nilpotenténdla parte polinomiale nella matrice
risolvente & assente se e solo se la matfige- )\, I & nulla, ciogd,, & diagonale: cid equivale a dire
(Proposizionet.8.10 che la molteplicita geometrica e algebrica\dicoincidono.

Pertanto, nelle ipotegiz) e (b) si ottiene la limitatezza dje!4|| su [0, +-oc). Se teniamo conto
che per ognicyg € R™

e 40| < [|e" ||l

e immediato dedurne la condizione di stabilita per I'oriy
Viceversa, se viene meno la validita (@) o di (b), esister, per il quale la soluzione*“xz, &
illimitata. Cio rimane vero pe#*“ (sx() per ognic > 0, da cui I'instabilita della soluzione nullal]

5.3 STABILIT A LINEARIZZATA

Cerchiamo ora di applicare quanto visto nel caso lineacestllidio locale delle soluzioni di un’equa-
zione non lineare

2 = f(x) (5.3)

nell'intorno di un suo punt@ di equilibrio. Sia pertant® un aperto diR™ e f: 2 — R™ di classe
C' e supponiamo chg = 0 (se cosi non fosse basta eseguire un’opportuna trasgzidnmotivo
della natura locale dell'indagine, consideriamo la linegazione del campg attorno all’origine:

f(z) =Ax +o(Jz|]) perz — 0,cond = Df(0).

Mostriamo che se tutti gli autovalori di hanno parte reale negativa o tutti hanno parte reale pasitiv
allora il comportamento asintotico delle soluzioni atrall'origine € come quello del sistema
2’ = Azx. Atalfine & utile una stima che ‘quantifichi’ 'andamentodare del terminelz, o, come
nel lemma che segue, 'andamento quadratico del terinex).

Data una bas& di R, utilizzeremo la notaziong, -) % €| - |z per indicare il prodotto scalare e
la norma indotte dag, quindi

<xlax”>33 = <ylvy”>7 |£L’|3g = |y|

sey,y’ ey” indicano le componentidi, 2’ ez’ in B e(-,-) e|- | 'usuale prodotto scalare e modulo
in R™. Indichiamo conP = (p;;) la matrice di passaggio dalla base canonicé @uindi, secondo
la (4.49, sev, ..., v, sono gli elementi diz, risultav; = 3. p;;e;). Allora:

(@, 2"y = (P7Ya/,P7'a"),  |als =P 1],
LEMMA 5.3.1 SiaA € M™*™(R). Sianoa, 8 € R tali che

a<Red<p
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per ogni autovalore\ di A. Allora esiste una bas&? di R” rispetto alla quale
alz|f < (Az,2)5 < Blals
per ogniz € R™.

La dimostrazione si basa sull’'osservazione che, data usa%ae il corrispondente prodotto
scalare definito come sopra, risulta:

(Az,2)5 = (P Az, P7'z) = (P 1 APy, y) = (Ay,y),

dovefl = P~ ' AP &lamatrice associataxa— Az nella baseZ; quest ultima viene scelta in modo
che A abbia un’opportuna forma canonica.

DimostrazioneSappiamo che esiste una bagedi R rispetto a cui 'operatord’:  — Az i
rappresentain forma canonicareale, cioe in forma dialganllocchi, con blocchi di una delle forme

Al 0 D I 0

a AER); b ,
) vl ( ) ) b7
A D

conD = ( B¢ Im3), nel caso di autovalore complesso. Ciascuno di questi bioappresentd”
ristretto a un opportuno sottospazio; possiamo cosanafieparatamente ciascuno di questi sottospazi
e supporre pertanto che la forma canonitgresentiun unicoblocco, del tipo(a) o (b) sopra
specificato. }

Consideriamo il casda). Sia# = (¢é;) una base in cul” si rappresenti mediante la matrice
A = X + Ay, conAy blocco nilpotente elementare. Dato> 0 poniamo

v; = e’é;.
La matriceP di passaggio dalla bas# a % &
P = diag (¢,€%,...,&");
e I'operatorel’, nella basez, € rappresentato da
P7'AP =\ + P~ 'ANP.
Calcoliamo gli elementi della matric¥ = P LANP:
(P'ANP)ij = (P )in(AN)nkPrj = (P 1)ii(An)i; P

_Jo sej#i+1
T letel =¢ sej=i+1.

Quindi:

N = (A €R);

Da cio deduciamo che per ogpie R",

[(Ny,y)| < ely|*.
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Datox € R™ e indicato cony il vettore delle sue componenti it¥, poiché in questa basg e
rappresentato dal + N, risulta:

(Az, )5 = (A + N)y,y) = Aly|* + (Ny, y);

possiamo concludere in base alla stima precedente e diarbta dic.
Il caso(b) si tratta analogamente]

TEOREMA 5.3.2 (STABILITA PER LINEARIZZAZIONE) Se ogni autovalore dD f(0) ha parte
reale strettamente negativa, allora I'origine € punto dudibrio asintoticamente stabile per I'equa-
zione 6.3).

Piu precisamente, s& > 0 & un numero reale tale che

ReX < —A  perogniautovalore\ di D f(0),

allora esiste un intornd/ dell’origine ed una base? di R™ tali che, comunque presoe € U la
funzionep(-, ) & definita per ognt > 0 e

lo(t,2)|, < Jaf e
per ognit > 0.

DimostrazioneApplichiamo il lemma precedente alla linearizzaziong @ittorno all’origine.
Siag € R tale che

ReX < 8 < —A perogniautovalora di A := D f(0).

Sia# la base diR" fornita dal lemma precedente.
Datoxy € 2\ {0} siaz(:) = ¢(+,zo). Per ognit dell'intervallo di definizione dic(-) abbiamo

% ()% = 20a(t), 2’ (1) z = 2(f(2(1), 2(t) 2 = 2(Ax(t), 2(t)) + o(|2(t)[%)-

Siad > 0 tale che:
U:={xeR": |z|g <0} CCQ,

Blz|% + o(|z|%) < —Alz|%  perogniz € U.
Siazg € U et € [0,wy(x0)) tale chex(t) € U per ognit € [0,¢]. Allora, applicando il lemma
precedente e tenendo conto della scelt® dbbiamo:

d
Sl < —2AJ

per ognit € [0, Z].

2
B

Ne deduciamo che:

|[z(t)[%, < |aol% e perognit € [0,7].
e quindijz(t)|z < |zo|ze " perognit € [0,7]. Pertanto la soluziong(-) non esce d& e pertanto
wy(xo) = +oco e la disuguaglianza precedente vale per agni0. O

Come nel caso lineare la presenza di un autovalore con pate positiva implica I'instabilita
(omettiamo la dimostrazione):

TEOREMA 5.3.3 SeD f(0) ha un autovalore con parte reale strettamente positivayrall'origine
€ un punto di equilibrio instabile.
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Esempio. (Pendolo smorzato) Ricordiamo I'equazione del pendolgdiemsenza attrito§(1.6):
mld = —mgsin ¥;
consideriamo il caso in cui sia presente una forza di afieporzionale alla velocita):
mld = —mgsind — kld, (k> 0),

o anche: ) .
9+ w?sind + 2ad = 0.

conw? = g/l e 2a = k/m. Scritta come sistema di equazioni questa diventa:

{19:1)
0= —w?sind — 2av.

| punti di equilibrio sono dati dék, 0) al variare dik € Z. Postof (¢, v) = (v, —w?sin¥ — 2av),
risulta:

Df (kr,0) = < 0 _12a> .

—w?coskm

Gli autovalori sono:
—a++Va?—w? sekepari,

—a+t Va2 +w? sekedispari.

M2 =—a£ Va2 —w?coskr =

Pertanto:

sek e pariRe A1 2 < 0 ei punti(km,0) risultano asintoticamente stabili: ricordando e¢he
la velocita angolard, si tratta delle configurazioni corrispondenti al punto dinitna quota e
velocita nulla.

sek e dispari vi & un autovalore negativo e uno positivo: i plki, 0) sono instabili.

Le Figure5.3e5.4delineano il diagramma di fase nei due casi in cui il coeffitgedi attritoa sia
sopra o sotto il valore critica.

EseMPIO. L'esempio precedente, per = 0, da il pendolo privo di attrito. La linearizzazione
attorno ai puntik, 0) conk dispari presenta i due autovaldriv: pertanto si tratta ancora di punti
di equilibrio instabile (Figura.?3).

| diagrammi di fase attorno ai punt{2k + 1), 0) nel caso del pendolo senza attrito (vedi Figu-
ra 3.3, o quelli attorno ai punt{2k, 0) per il pendolo con attrito (vedi Figure.3 e 5.4) hanno la
stessa struttura dei corrispondenti diagrammi di faseivekd problemi linearizzati: nel primo caso
il problema lineare presenta un punto di sella, nel secoado an fuoco o un nodo stabili a seconda
che si tratti della situazione sottocritica o0 sovracriti€uestaequivalenza topologickcale & resa
precisa dal seguente teorema.

TEOREMA 5.3.4 (GROBMAN-HARTMAN) Se0 € un punto di equilibrio per il sistem@&.3) e nes-
suno degli autovalori della matricB f (0) ha parte reale nulla, allora il flusso relativo al sisteiffa3)

e il flusso relativo al sistema linearizzatd = D f(0)x sonolocalmente isocronalmente equivalenti
cioe esistond/ e V' intorni dell’origine e un omemomorfisnia U — V tali che

h(o(t,z)) = e!PTOn(z)  perogniz € U.
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I I I I I I I I I
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 5.3 - < w (pendolo sottosmorzato)
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Figura 5.4 o > w (pendolo sovrasmorzato)
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o A A N R Y A eV VA N e

In presenza di autovalori di cui si sappia soltanto la noiitpda o la non negativita della parte reale,
nulla possiamo concludere sulla stabilita dell’origimene punto di equilibrio sfruttando solamente
lo studio del sistema linearizzato. Consideriamo, ad eggmp

v =—y+a?
: 54
{y’=x+y3- 54

L'unico punto di equilibrio & I'origine, ma la linearizzeme nell’'origine e data dalla matrice

0 -1

1 0)°
Quindi l'origine € un centro per I'equazione linearizzataostriamo che invece & instabile per
I'equazione data. Siér(-),y(-)) = ¢(-, (x0,y0)) una soluzione; posto

o(t) = Va(t)* +y(1)?,

risulta:
7¢O =2’ + gy = 2e(—y +2%) +y(z + 7)) = 2" +y");
poichéz? + y* > 1%, otteniamo
d 2 2\ 2
—02(t) >
M= (0*)7,

da cuip?(t) — +oo in tempo finito.
Se invece nellaq.4) i termini 2% e > vengono rimpiazzati da-«3 e —y3, rispettivamente, allora
I'equazione linearizzata non cambia, ma nelle stesse iootigzrecedenti:

d 5

T = =20+ 4",

da cui si ricava la decrescenzage quindi I'esistenza globale della soluzio(ns(-), y(-)) e la sua
convergenza a zero per— +oco: l'origine & asintoticamente stabile.

Nel caso del pendolo senza attrito trattato poco sopra,ti guequilibrio (k7, 0) conk pari danno
un problema linearizzato con autovalori con parte realéanwledremo nel prossimo paragrafo un
modo per dimostrare la stabilita di tali punti.

5.4 FUNZIONI DI LIAPUNOV

I metodo delle funzioni di Liapunov pu0 essere visto come generalizzazione del fatto fisico che
i punti di equilibrio stabile corrispondono a punti di minsndell’energia.

Consideriamo I'equazioné&(1), con f di classeC'.

SeV: U — R e una funzione differenziabild/ C () aperto), per ognic € U definiamo la
derivata orbitaledi V' in x:

)

V(z) = %V(go(t,x)) .

dovey indica il flusso associato all'equaziore ). Osserviamo che

Viz) =VV(x)- f(x), (5.5)

quindi V pud essere calcolata senza conosger@oé senza risolvere I'equazione differenziale.

132



Capitolo 5 - COMPORTAMENTO ASINTOTICO. STABAIT

Notiamo anche che, fissatoc U et € (w_(z),w(z)), abbiamo:

d

&V(w(t,x))‘t:to = VV (pl(to,x)) - ¢'(to, z)

= VV (e(to, ) - f(¢(to, ) = V(e(to,x)).

Quindiin ogni puntay(t, z) il valore V (y(t, 2)) rappresenta la derivata inel puntop(t, =) lungo
la soluzionep(-, z). Ad esempio, s& < 0 alloraV decresce lungo ogni soluzione.

TEOREMA 5.4.1 SiaZ un punto di equilibrio per I'equazion&(1). SialV’: U — R una funzione
continua definita in un intorn® C Q di 7, differenziabile iU \ {Z} e tale che:

a) V(Z)=0,V(z) > 0sex #T;
b) V<0inU\ {z}.
Allora il puntoT e stabile. Se inoltre
¢) V<0inU\ {z},
allora il puntoT € asintoticamente stabile.

Una funzioneV soddisfacentg¢a) e (b) € dettafunzione di Liapunoyer z; se vale anche la
proprieta(c) si parla di funzione di Liapunostretta.

DimostrazioneSiad > 0 tale cheBs(z) C U e
a=min{V(x): z € 0Bs(T)} > 0.
Sia
Uy ={x € Bs(T): V(x) < a}.
Tale insieme & aperto e non vuoto (vi appartiehePer ognix € U; si ha

%V(Sp(tarc)) =V (p(t,x)) <0,

finchéy(t, z) € U; quindiV (¢(-, z)) & non crescente, per cui:
p(t,z) € U C Bs(T) perognit € [0,w(z)).

Ne segue chg e stabile. Notiamo che, in particolate, (x) = + oo (siricordiI'Osservazion&.1.3.

Supponiamo che valga anche la proprieta Fissiamoz € U; e sia(t,), una successione
tendente aroc. Poiché(@(tn, x))n e limitata ammette una sottosuccessione convergenteg@he
semplicita denotiamo sempre allo stesso modo):

o(tn,x) — 2.
Dimostriamo che: = 7. Poichél’ & strettamente decrescente lunge, z), risulta:
V(g(t,z)) >V(z) perognit >0 (5.6)

(infatti V(go(tn,x)) > V(z) e per ognit > 0 esisten tale chet,, < t). Supponiamo che # z.
Allora
V(z) > V(e(s,z))  perognis > 0.
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FissiamoS > 0; per la dipendenza continua dai dati iniziali, per ogni 0 &€ possibile determinare
n. € Ntale che

0(S, (tn., ) = @(S,2)] < e.
Poiché& ((S, z)) < V(z) eV & continua (nel puntp(S, 2)), pere sufficientemente piccolo risulta:
V(‘)@(Sa (p(t”svx))) < V(Z)

Osserviamo ora che:
@(Sa (p(tnsvx)) = @(t"s + Sa JI),

per cui
V(tp(tns + S, a:)) <V(z);
cio e assurdo peb(6).
Per l'arbitrarieta della successiofig,) concludiamo che (¢, x) — T pert — +oo. O

EseEmMpP1Oo. Consideriamo I'equazione del moto di un punto materiale dssam in un campo di
forze conservativo di potenzialeg(x):

mi = —Vo(z).

Equivalentemente possiamo scrivere:

=
{ b= — 2 Ve(a). (5.7)
m

SeZ e punto di minimo pep allora(z, 0) & punto di equilibrio per il sistem&(7). Poniamo:

Viw,v) = gmlof +6(z) — 6(7)
(si tratta dell’energia totale del sistema). Allora:
— V(x,v) = 0, come subito si verifica utilizzando |1&8.6);
— sex e punto diminimo strettaallora (z, 0) & di equilibrio,V(z,0) =0 e

V(z,v) >0 se(z,v)# (%,0) €inunintorno di(z, 0).

Pertanto la funzion& & di Liapunov pe(z, 0), che quindi & stabile.

Sistemi hamiltonianl’esempio precedente rientra nell'importante categogiastemi hamiltoniani
Si tratta di sistemi di equazioni differenziali della forma

4= Hy(q,p)
{p = —%q(qm), 58

doveH (p, q) € unafunzione differenziabile Bn variabili (p € R™, ¢ € R™). Come subito si verifica,
H e unintegrale primodel sistemaX.8), cioe e costante lungo le soluzioni; infatti:

d

— 0.
dt

H (q(t),p(t)) = Hy(q(t),p(t))q(t) + Hy(q(t), p(t))p(t)

Cio significa che la derivata orbitale i e nulla.
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Sia ora(g, p) un punto dminimo strettger H; allora(g, p) € critico, quindi e un punto di equilibrio
per il sistema¥%.8); inoltre

e una funzione di Liapunov p€g, p). Concludiamo chég, p) € di equilibrio stabile. Notiamo che
I'essereH costante lungo le soluzioni esclude I'asintotica stadilit
Il caso precedente corrisponde alla scelta

H(w,v) = 3lol? + —-6(2)

(la funzioneV dell’esempio precedentergH).

EseEMPIO. Lo studio del moto di un pendolo di lunghezzsenza attrito conduce all’equazione:
I+ w?sind =0 (w?=2
cioeé al sistema del primo ordine:

¥ =w
U= —w?sind

(si veda il§ 3.7 per lo studio delle orbite, in particolare la Figusa3). La funzione
1
H(9,v) = §|v|2 —w?cos¥

e unafunzione di Liapunov per i punti di equilibiibr, 0), conk intero pari: pertanto sitratta di punti
di equilibrio stabile. Come gia sopra notato, non & pakes#pplicare il metodo di linearizzazione
in quanto gli autovalori hanno parte reale nulla.

Sistemi gradienteSi tratta di sistemi della forma
¥ =-VV(x) (5.9)

conV € C?(f); quindi il campo di velocita & un campo gradiente. Bian punto diminimo stretto
perV; per semplicita supponiamo ch&z) = 0. Allora

V >0 inunintorno diz.

Inoltre .

V(z) = —|VV(z)]* <0.
Quindi V' e una funzione di Liapunov pa&t, che pertanto e di equilibrio stabile. Se in pi& anche
isolato come punto critico, allor € una funzione di Liapunov strettare2 asintoticamente stabile.

OssERVAZIONE 5.4.2 Nello studio della stabilita degli equilibri per sistenmidbmensionali & utile
tenere presente i metodi deB.7 per la determinazione delle traiettorie.

[ VAR Vo A e VAN s VNS YA o)

Concludiamo con un risultato di asintotica stabilita cleeuha stima del cosiddettmacino di
attrazionedi un punto di equilibrio asintoticamente stalilecioe I'insieme dei punti: per i quali
p(t, z) — T pert — +oo. E conveniente premettere alcuni concetti (che siinquabieroin modo
naturale nel piu vasto quadro dei sistemi dinamici).

DEFINIZIONE 5.4.3 Siag il flusso associato all'equazioné.(l). Siaz € (2.
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Poniamo:
yH(x) = {et,z): t €[0,ws(x))} semiorbita positiva di
v () ={pt,z) : t € (w-(x),0]} semiorbita negativa di
v(z) ={p(t,z) : t € (w_(z),ws(x)} orbitadiz.

Sew, () = 400, si dicew-limite di z I'insieme

w@) = 7 o) = o) : 5= 8.

t>0 t>0

In modo analogo si definiscel*limite di z.

Diremo poi che un insieme @ositivamentg¢negativamentejvariantese contiene la semiorbita
positiva [negativa] di ogni suo punto. Si parla invece dignseinvariantese € sia positivamente che
negativamente invariante, cioé contiene I'orbita di oguo punto.

Enunciamo senza dimostrazione la seguente proprieta:
PROPOSIZIONE 5.4.4 L'insiemew(x) € invariante, cioé contiene I'orbita di ogni suo punto.
Utilizzando questo risultato & facile dimostrare:

TEOREMA 5.4.5 SiaZ € Q un punto di equilibrio per 'equazioné&(l) e siaV: U — R una
funzione di Liapunov per. SiaA un intorno chiuso e limitato di che sia positivamente invariante
e tale che su nessuna orbitaih\ {Z} la funzionel” sia costante. Allor& & asintoticamente stabile
e A e contenuto nel bacino d’attrazione @i

DimostrazioneSiaxz € A; poichéA e positivamente invariante e chiuso

w(z) C7H(@) C A.
PoichéV decresce lungo le orbite,
V(p(t,z)) = o :=inf{V(p(r,2)) : 7> 0}

| punti diw(z) sono limite di successiotip(t, a:))k (cont, — +o0) eV & continua; quindV = «
suw(z). Peripotesiv(x), in quanto sottoinsieme di, non contiene orbite su cli & costante, se
nonl'orbita{z}. Deve allora essete(x) = {7}, da cuisideduce che(t,z) — T pert — +oco. O
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Capitolo 6

EQUAZIONI DELLA FISICA MATEMATICA:
PROBLEMI Al LIMITI E FUNZIONI SPECIALI

Lamodellizzazione dei fenomenifisici mediante equazidfectnziali da luogo sovente a equazioni
del secondo ordine: si pensi, ad esempio, ai problemi inggsulla seconda legge della dinamica,
nella quale il termine di accelerazione si esprime trangteérivate seconde della funzione della
posizione. Poiche la prima fase di approssimazione ndutra matematicamente un fenomeno
passa in genere attraverso un’operazione di lineariznazie equazioni differenziali delecondo
ordineelineari, sia ordinarie che a derivate parziali, svolgono un rud&vente in una molteplicita
di modelli. Da essi scaturisce poi la maggior parte delleltigie di problemi: ne sono esempio
i problemi ai valori iniziali, come si incontrano nella det@nazione della legge oraria di un moto
nota la posizione e la velocita iniziale. Un’altra riletatipologia di problemi per un’equazione del
secondo ordine e quella in cui la prescrizione del valoigaie dell'incognita e della sua derivata
vengono sostituiti dall’assegnazione del valore delbigiita agli estremi di un fissato intervallo: si
tratta dei cosiddetiproblemi ai limiti, collegati all'importante questione della determinazategli
autovaloridegli operatori differenziali e della ricerca delle copgsmdentautofunzioni

In questo capitolo accenniamo ad alcune di tali questiomhesse allo studio di equazioni fonda-
mentali della Fisica Matematica. §16.1 presenta un esempio standard di problema ai limiti come
scaturisce dallarisoluzione dell’equazione di Laplacerstettangolo mediante separazione di varia-
bili. I §5 6.2e6.3trattano lequazione di Hermite I'equazione di Besséli ordine 0), come esempi
di equazioni differenziali lineari del secondo ordine aftiognti variabili, introducendo il metodo
di risoluzione mediante sviluppi igerie di potenzelnfatti, ad eccezione di alcuni casi particolari,
non e possibile esprimere le soluzioni delle equazioniedfimenti variabili mediante combinazioni
finite di funzioni elementari. Soluzioni particolari (udoeente espresse come sviluppi in serie) di
equazioni come quelle di Hermite o di Bessel danno ludigmaioni specialdella Fisica Matematica
di ampio utilizzo nei problemi modellistici e quindi diffamente studiate di per se.

Nei §§ 6.4 e 6.5 per ciascuna delle due equazioni introdotte illustriam@roblema in cui essa
si presenta in modo naturale. | contesti scelti sono la nliadakione dell'oscillatore armonico
quantistico (gia incontrato nél 1.7) e dei modi normali di vibrazione di una membrana circolare
elastica. Entrambi coinvolgono lo studio di problemi aiitire problemi agli autovalori per equazioni
lineari del secondo ordine.
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6.1 EQUAZIONE DI LAPLACE SU DI UN RETTANGOLO

Una delle equazioni a derivate parziali piu note e I'eqoiae di Laplace:

02 0?

Au(z,y) =0 (A:@—Fa—%)

(6.1)
in un assegnato aperfodi R2. Ad esempio, il potenziale in una regione pian®, in assenza di
carica elettrica interna, soddisfa I'equaziofi€l). Un problema che si presenta in modo naturale per
la (6.1 e il seguente
Au=0 inQ
{u = ug suof) (6.2)

Si tratta della ricerca di quelle particolari soluzioni @if) che assumono I'assegnato valagesu
0% si pensi, ad esempio, all'interpretazioneudiome potenziale.

L'operatoreA e lineare A\ (au + Bv) = aAu+ SAwv), per cui l'insieméel delle soluzioni di 6.1)
& uno spazio vettoriale rispetto alle usuali operazioriathma e prodotto per scalai possibile
individuare una base di? Non affronteremo qui il problema nella sua generalitdjviidueremo
invece alcune soluzioni ‘elementari’ a partire dalle qualicheremo di rappresentare la soluzione
del problemag.2) per domini{2 rettangolari.

Sia pertantd) = (0, 1) x (0, 1) e riscriviamo il problema nella forma

Au(x,y) = in Q
u(z,0) = Ugl)(ﬂf) u(1,y) = ud(y) (6.3)
u(z,1) = uj(z) u(0,y) = ug(y)

conu, restrizione, al corrispondente lato @i della funzione (continua),. PoicheA e lineare,
possiamo risolvere separatamente ciascuno dei probleemiudt ponendo uguali a zero i datj su
tre dei quattro lati e sommare infine le quattro funzioniiaatenute. Ad esempio, prendiamo in
considerazione il problema

Au(z,y) =0 inQ

u(l,y) =u(z,1) =u(0,y) =0

con f = u}. Determiniamo innazitutto soluzioni della forma ‘a vailabeparate’
u(z,y) = v(@)w(y)

dell’'equazion&\u = 0 soddisfacentile prescritte condizioni di annullamenidradati. Deve essere

v (@)w(y) + v(z)w” (y) = 0;

guesta e implicata da:
V(z) _ w'(y)

v(z)  w(y)’
Poiché i due membri dipendono da variabili differenti, diew essere costanti, diciamo\; da cio e
dalle condizioni di annullamento arriviamo ad imporre aw di risolvere®

{ zl(l(g;C):+0/\i(Z()1): 0 (6.5) { Zl(ll()y):_o)\w(y) =0 (6.6)

283ev () + \v(z) = 0 ew’ (y) — Mw(y) = 0 allorav” (z)w(y) + Mv(z)w(y) = 0 ev(x)w” (y) — M(z)w(y) = 0,
per cui, sommando membro a membro, sitfdz)w(y) + v(z)w” (y) = 0.
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Il problema 6.5 € unproblema ai limitiper I'equazione” + Av = 0. Sicuramente ammette la
soluzione nulla, ma per gli scopi che ci siamo prefissati terbb vedere se & possibile determinare
A in modo che esistano soluzioni non identicamente nulle.lizho distinguere tre casi:

a) A=—-a?><0 (cona > 0)
In tal caso le soluzioni sono date da:

v(x) = c1e® + e (c1,c2 €R).
La condizione di annullamento agli estremi(@lj 1) dac; = ¢; = 0, come si vede facilmente.

b) A=0
Le soluzioni sono affiniv(x) = ¢; + cox; chiaramente solo la funzione nulla assume valore
zeroneipuntc =0ex = 1.

c) A=a* (cona > 0)
Le soluzioni hanno la forma

v(x) =crcosax + cosinar  (c1,c2 € R).

Se richiediamo che si annulli negli estremi d(0, 1), allorac; = 0 ez sina = 0. Otteniamo
allora soluzioni diverse da quella nulla in corrispondedervaloria = +nw pern € N.

Pertanto, esistono infiniti valori
A, =n?r? (neN)
per i quali il problema.5 ha soluzioni non nulle, date, a meno di una costante miaiifva, da
v () = sinnwz.

I valori \,, sono dettautovaloridel problema.5), e le funzioniv,, sono le corrispondengiutofun-
zioni.

Poniamo ora\ = \,, nella (6.6); otteniamo:

w(y) = c1e™™Y + coe” Y

con la condizione
c1e" + coe™ " =0,

da cui si ricava facilmente che differisce per una costante moltiplicativa dalla funzione
wy, = sinhnw(l —y).
Riassumendo, le funzioni
Un(2,y) = vp(x)w,(y) = sinnmrsinhnr(l —y) (n €N)
risolvono I'equazioné\u = 0 e soddisfano le condizioni
u(l,y) = u(z,1) = u(0,y) = 0.
Cerchiamo ora di soddisfare anche la condiziofie 0) = f(x) mediante una combinazione lineare

‘infinita’ di funzioni w,,, cio& una serie

u(z,y) = Z ¢n sinnma sinh nr(l — y). (6.7)

n=1
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Deve esserey(= 0)
flx) = Z by, sinnmx
n=1

conb,, = ¢, sinhnr. Allora la succession@,,) deve coincidere con la successione dei coefficienti
dello sviluppo dif in serie di Fourier di soli seni. Notiamo espressamente dinatta dello sviluppo
di f in serie di autofunzionilel problemag.5).

E possibile verificare che la funzione cosi ottenuta, sotamguelle ricavate a partire dai problemi
analoghi a §.4), risolve effettivamente il problem&(3): la funzione eC? e verifica I'equazione
Au=0inQ = (0,1) x (0,1) ed & estendibile con continuitéd& in modo da assumere il valore
up: Ci limitiamo qui a verificare la prima di queste condizioméntre piu delicato e dimostrare
I'estendibilita continua sul bordo con valong). A tal fine e sufficiente consideraredan (6.7).

Dalla teoria delle serie di Fourier segue che

1
bn=/ f(z)sinnmx de.
0

Nell'ipotesi di continuita, e quindi di limitatezza, dila successiong,,) & equilimitata; inoltre

sinhnr(l—y) ., 1— e~ 2nm(1-y)
sinh n - 1— e 2nm
1
—nmy
se 1—e 27"

Pertanto esist€' > 0 per il quale il termine generale della serte?) € maggiorato, in valore assoluto,
da:
Ce ™",

Ne segue che la serié.{?) converge assolutamente in modo uniforme in ogni insieme
[0,1] % [yo, 1]~ conye > 0.

Conragionamento analogo si vede che le serie derivateg@rgaconde, sono dominateda? (e~ ™¥)",
a meno di una costante positiva. Quindi le derivate dguagliano le corrispondenti serie derivate,
da cuiAwu = 0. (Siveda, ad esempiol ]]).

6.2 EQUAZIONE DI HERMITE

Come avremo modo di vedere nel succes$ivg, lo studio dell’'oscillatore armonico quantistico
porta alla considerazione della seguente equazione,atpizione di Hermite

u”(z) — 2zu’ (x) + 2vyu(z) = 0, (6.8)

dovey € una data costante reale.
Cerchiamo di determinare le soluzioni che possono essdrgpate in serie di potenze della
forma:

o0
u(x) = Z anx”
n=0
con raggio di convergenza > 0. Se|z| < R possiamo considerare le serie derivate:
o0 o0 o0
u'(x) = Z napz™ ", quindi 2u'(z) = Z napz" = Z nanx"
n=1 n=1 n=0
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e
u'(x) = Z n(n —1)a,z"? = Z(n +2)(n+ 1Day0x™.
n=2 n=0

La condizione che risolva I'equazione si traduce pertanto nella seguentai@he fra i coefficienti
ay, dello sviluppo:

(n+2)(n+ 1)ant+2 — 2na, + 2ya, =0,
cioe
n—v

— in > 0. .
DI 1)%, per ognin > 0 (6.9)

Un42 = 2
| valori ap € a; possono essere assegnati arbitrariamente, mentre i ¢eefifisuccessivi risultano
determinati per ricorrenza dall&.@).

La sceltaag = 1 ea; = 0 daagx 1 = 0 per ognik, mentre

2k —~

A2(k+1) = 2ma2k7

da cui, per iterazione,

a :2k+1(2/€—7)(2k—2—7)...(—A/)
2(k+1) okt 2) )

Mediante il criterio del rapporto & immediato verificareeda seri€) ", asx22* converge assoluta-
mente per ogni; pertanto definisce una funzione analiticasu tuttoR la quale, in base a quanto
svolto, risolve 'equaziones(8).

Analogamente, se ponianag = 0 e a; = 1 otteniamaas;, = 0 per ognik, mentre

u o1 2k 172k —1-7)...(1-7)
(2k+1)+2 = 2k + 3)! .

La corrispondente serie € ancora assolutamente contergertuttoR, per cui da luogo ad una
funzione analitica:; che risolve 6.8) su tuttoR.
Osserviamo che il determinante wronskianadie us pert =0 e

1%@ mezﬁ ﬂ:1¢a

Pertantau; e us sono soluzioni linearmente indipendenti e le soluzionid8(sono date da:
u(t) = cruq (t) + cousa(t),

al variare dicy, co € R.

OSSERVAZIONE 6.2.1 Nel caso in cuiy & un intero naturale pari, la serie che definisgee in
realta una somma finita, quindi € un polinomio, di gradg. Cosi pure, se € un intero naturale
dispari, allora la funziones & un polinomio, di gradey. In tutti gli altri casi le funzioniu; e us
sono serie effettive, che definiscono una funzione pari dwmaone dispari, rispettivamente; quindi
sev ¢ N nessuna delle soluzionjuy (t) + cous(t) € polinomiale. Vedremo I'importanza di questa
osservazione nél 6.4
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6.3 EQUAZIONE DI BESSEL

Analizziamo ora un’importante equazione differenzialeseondo ordine che nasce in connessio-
ne all'operatore di Laplace in coordinate polari nel pianonfje vedremo, a titolo d’esempio, nel
problema presentato nel prossimo paragrafo).

Pert # 0 consideriamo I'equazione:

1
u’ + ;u' +u=0, (6.10)

dettaequazione di Bessdi ordine0.
Cerchiamo una soluzione in forma di serie di potenze:

o0
u(t) = Z ant™.
n=0

con raggio di convergenza positivo. Per ogni interno al cerchio di convergenza abbiamo

u'(t) = Z na,t" ', u'(t) = Z n(n — 1)a,t" 2.
n=1 n=2
Quindi
1 o0
u'(t) + ;u’(t) +u(t) = Z(n +2)(n + Da, ot™
n=0

al - n - n
+5+ ;(n +2)aniat" + Y ant

n=0
a o0
= 71 + Z[(n +2)%a,, 10 + an)t™;
n=0
ne segue che la condizione chésolva 6.10 diventa:
1
Apt42 = —7——=50n-
2 (n+2)2
Tutti i termini di indice dispari sono pertanto nulli, meatr
1
A2(k+1) = _mazlm

Da cio deduciamo che

CL1:0,

per ognik > 0.

(—=1)F
a2k = 22’f(k!)2 ao-
Se assumiama, = 1 otteniamo come funzione la cosiddettdunzione di Bessel (del primo tipo)
di ordine0: . o ) .
—1)%(t/2 t t
L E N

Jolt) = &2 2 e

k=0
Osserviamo che il raggio di convergenza & e la funzione e pari.

Sappiamo che lo spazio vettoriale delle soluzioni dell&gane 6.10 e bidimensionale; indi-
viduiamo una seconda soluzione che sia indipendente tispef,. Nello spirito del metodo di
variazione delle costanti cerchiamo una soluzione delia&o

u(t) =v(t)Jo(t),  (t>0)
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Figura 6.1 - Funziond, di Bessel

conv da determinare. Deve essere:
1
' Jo + 20" I + v + ;(’U/JQ +vJgy) +vdy =0,
da cui, tenendo conto chg e soluzione dell’equazione,

Jpo1
Z 2_0 _)/:0
v—i—(JO—i—tv s

in ogni intervallo in cuiJy # 0. Come equazione ¥ questa da subito

1
/ —
v'(t) = cth @ (c costante)

1
v(t) = c/mdt.

Si puo verificare che, a meno di un addendo multipldgdirisulta:

quindi:

1 12
) [ ——dt = -
Jo( )/th(t) Jo(t) logt + 52
t 1 t6 1 1
_22,42(1+§)+22_42,62(1+§+§)_"'

Si pud dimostrare che la serie che segue il terrdig(¢) log ¢ converge assolutamente per ogsdi R.
La funzioneu, a secondo membro costituisce pertanto un’estensioneadutto (0, +o0c), quindi
anche nei punti di annullamento.j. Concludiamo che le soluzioni dell’equazioel(Q sono date
da:

u(t) = ClJQ(t) + CQUQ(t),
al variare dicy, ¢ € R. In realta, per coerenza con definizioni alternative, sif@nisce utilizzare
anzichéug la funzione

2 2
Yo(t) := —;(log2 —7)Jo(t) + —Uo,
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05 A
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Figura 6.2 - Funzion&, di Neumann-Bessel

dove~ indica la costante di Eulero-Mascheroni:

. 11 1
7'—712Tm(1+§+§+~-+g—logn)~0.5772...

LafunzioneYj e dettgfunzione di Neumann-Bessel del secondo tipo, di ot@linkgrafico € indicato
in Figura6.2 notiamo che, dalla definizione stessa si ricava la singaldr tipo logaritmico pet:
Yo(t)/logt — 1 pert — 0F.

6.4 OSCILLATORE ARMONICO QUANTISTICO

Riprendiamo I'equazione di Schrodinger degli stati siaari nel caso di potenziale armonico (vedi
§ 1.7): riscalando opportunamente la variabile spaziale ait@nil’equazionel.30), cioe

v"(z) + ((2v+ 1) — 2®)v(z) = 0, (6.11)

dove abbiamo nuovamente utilizzato la variabilee, per comodita di notazione in vista delle
successive trasformazioni, abbiamo indicato 29nr- 1 la costante; risulta pertanto:

mK)1/2E _2E m

27+1:2( - Ry L

K "hV K
Le soluzioni di interesse fisico (funzioni d’onda) devonddisfare la condizione

lim w(z) =0.
|| =00

Considerazioni euristick&suggeriscono di operare il cambiamento di variabile

v(x) = u(x)e*ﬁ/g.

29per valori grandi djz| possiamo trascurare il terminedel coefficiente dis(x) nella 6.11), ottenendo
" (z) = z2v(x).
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L'equazione si trasforma cosi neljuazione di Hermite
u”(z) — 22u' (z) + 2yu(z) = 0.
Pertanto, cerchiamo soluzionix) dell’'equazione di Hermite per le quali

lim u(x)e_gcz/2 =0. (6.12)

|| —+o00
Come visto nell'Osservaziorfe?2.1, le uniche soluzioni polinomiali si ottengono-$& un intero
naturale. Queste soddisfano banalmente la condizi®eri€)( Si pud dimostrare che si tratta delle
uniche soluzioni con tale proprieta. Per ognic N si conviene di indicare coi/,,(x) I'unico

polinomio di gradan che risolve I'equaziones(8) pery = n e che ha il coefficiente del termine di
grado massimo dato @&'. Si tratta dei cosiddetpolinomi di Hermite Risulta, ad esempio,

Ho(z) =1, Hy(x)=2x, Ha(x)=—-2+42>  Hs(z)=—12z+82°,...

Se ricordiamo il significato attribuito q, la condizione §.12 di ammissibilita delle soluzioni del-
'equazione di Hermite e quindi di ammissibilita per le kspondenti soluzioni dell’equazione di
Schrodinger, si traduce nel richiedere I'esistenza diumero naturale. tale che

mK\1/2 E E /m
2n+1=2(%) -V K

E = (n+%)\/§h.

Ricordiamo I'equazione classicdt) + w?z(t) = 0 (conw? = K/m, seK & la costante elastica e
m indica la massa): le soluzionit) = A cos(wt + ) hanno periodd” = 27 /w = 27/m/K, 0
T=1/v,con

cioe

1 /K

“aVm

Utilizzando questa definizione dianche per il caso dell’'oscillatore armonico quantistiadokrmula
precedente assume la forma

E=F, = hu(n—|— %),

che esprime la ben notguantizzazione dell’energia valori ammissibili dell’energia formano un
insieme discreto.

6.5 MODI NORMALI DI VIBRAZIONE PER UNA MEMBRANA CIRCOLARE

Consideriamo il problema delle vibrazioni trasversalidaumembrana fissata al bordo della regione
circolareD = {(z,y) € R? : 2% 4+ y? < 1}. Una possibile modellizzazione & tradotta dal problema

La funzionev(z) = e~*°/2 & una soluzione approssimata di tale equazione, nel skeso ¢
2 2
V(@) = (=1 +a2)e * /2 ~ale /2 = 2%0(x)  per|z| grande.

A3 . . . . . 2 . . . . .
E quindi ragionevole cercare soluzioni esatte defia.q) nella formau(z)e=*"/2 (si pensi al metodo di variazione delle

. . N e . . . 2 . 2
costanti ...). Nel ragionamento svolto & anche possilitesicierare, in luogo di—*"/2, la funzionee®” /2, ma questa non
soddisfa la condizione di annullamento all'infinito.
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differenziale
u (2, y;t) = A Ag yu(a,y; t) inD
u(z,y;t) =0 per(xz,y) € 0D
u(-10) = ug (6.13)
ut(' 70) = Uz,

doveu(z, y;t) rappresenta lo scostamento verticale dalla posiziongydsd nel puntdz, y) all’i-
stantet di tempo,c > 0 € la velocita di propagazione delle onde elastiche nelzmeg, indica il
profilo iniziale della membrana®, la velocita iniziale in ogni punto.

Cerchiamo innanzitutto soluzioni ‘elementari’ che soéidis la condizione di annullamento al
bordo diD.

a) Come primo passo determiniamo soluzioni che presentinariabile temporale separata dalle
variabili spazializ, y, nella seguente forma:

u(z, y;t) = T(t)o(z,y).
Deve allora essere
T"(t)o(x,y) = T(t) Av(z,y),
e quindi
T7(t) _ Av(z,y)
AT(t)  v(a,y)
Entrambi i membri devono essere costanti, dician’q quindi

T+ XT =0 (6.14)
— Av = Jv. (6.15)

La seconda equazione, con la condizionewlsé&a costantemente nulla sul bordoldj da:

{ —Av =X\ in D
v=0 sudD.

[ valori A periqualiil problemd Py ) ha soluzioni non nulle sono dettutovaloridi —A (sul dominio
D); le corrispondenti soluzioni sono detiatofunzioni

(Py)

PRrROPOSIZIONE 6.5.1 Gli autovalori di —A su D sono strettamente positivi.

DimostrazioneSia A un autovalore d{Py) e v un’autofunzione corrispondente. Utilizzando la
formula di integrazione per parti in piu variabili e tenencbnto chey = 0 sud D, abbiamo:

// VvVvdxdy:—//vAvdxdy—l—/ v@da
D D op Ov
:/\// v? dady.
D

Ne segue cha deve essere positivo, strettamente poicm®n e identicamente nullal]

b) Perindividuare gliautovalori del probleni&) ) sfruttiamo la formadel domini®, scrivendo il pro-
blemain coordinate polafb, ¥). Indichiamo per semplicita carlo, ¥) lafunzionev (o cos?, o sin )
e ricordiamo I'espressione del laplaciano in coordinategcabbiamo quindi

1 1
—(vpp + =V, + —V99) = AV 0<o<1,9€eR
(vee 0 f 0 ) (6.16)

v(1,9) =0
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con l'ulteriore condizione che sia2x-periodica ind e che

esista finito lin% v(o,1).
Q—>

Osserviamo che se i dati inizialip e v, sono indipendenti d&, la simmetria del problema
suggerisce che anche la soluziergoda della medesima proprieta. Consideriamo quindi initatto
la situazioney = v(p); in tal caso le condizioni su sono:

1
v+ =0+ =0, 0<o<l,
v(l) =0, esista finitolir% v(0).
g—)

Assumiama\ > 0 in base alla Proposizior@e5.1 Se eseguiamo il cambiamento di variabile
r=vXo, w(r)=uv(r/VX)

'equazione diventa:
1
w” + ;w/—l—w:O,
che e I'equazione di Bessel di ordifiéntrodotta nel paragrafo precedente.
Le soluzioni si esprimono dunque nella forma
w(r) = ClJQ(T') + CQYQ(T),
cioe
v(e) = erJo (Vo) + Yo (VAo).

La condizione di regolarita im = 0 dace = 0 (ricordiamo cheY; € singolare irD); del resto, la
richiestav(1) = 0 da

Jo(VX) = 0.
Come il comportamento qualitativo dj in Figura6.1lascia intuire, esiste una successione di zeri di
Jo, quindi una successione di soluziogj per I'equazionely(v/A) = 0. In corrispondenza a questi

la (6.14) diventa:
T" + AN, T =0,

dacui
T(t) = Acos(C\/Xnt — ),

alvariaredid > 0ep € R.
Concludiamo che le funzioni
un(o,t) = Jg(\/Xng) COS(C\/Xnt —©n),

con )\, determinati come detto,, arbitrari valori reali, risolvono

’U/tt(a:a Y; t) = CQAI’yU(JJ, Y; t) in D
u(z,y;t) =0 per(z,y) € OD.

OSSERVAZIONE 6.5.2 Si parla dimodi normali di vibrazionen relazione alle soluzioni,, cosi
ottenute. Per ciascuno di essi 'ampiezza delle oscilldZioogni punto(e, ¢) € dato dal valore di
Jo in v/, 0; pertanto sono presenti “linee nodali” concentriche lutegguali lo spostamento rimane
nullo: si tratta delle circonferenze di raggi= v/ \./v'\,, perk < n. (Si veda, ad esempic?]).
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Figura 6.3 - Linee nodali nei modi normali di vibrazione dieumembrana circolare.

Secondo lo stesso schema seguito per I'equazione di Laplace rettangolo, per risolvere il
problema 6.13 si considera una serie delle funzioni elementafi

u(p,t) = chun(gat)'
n=1

| coefficientic,, e ¢, vengono poi determinati mediante le condizioni iniziall.riyuardo conviene
scrivere lec,, u,, nella forma

Un(0,1) = Jo(VAn0)[an cos(cVAnt) + by sin(cv/Ant)],

e utilizzare l'arbitrarieta dis,, € b,, (anziché dic,, e ,,). Allora la condizioneu(-, 0) = wug diventa:
uo(0) = i anJo(VAn0)
n=1
mentre la condizione,(-,0) = u; daluogo a:
up (o) = i bV An Jo(VAno).
n=1

Si tratta di uncsviluppo di Bessel-Fouriedei dati iniziali.
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