Le fumzmomt somplaca e nulls —kﬂ/\mf\ da wn cempalto,
ovviavnemte  imaavalnldr , ostitburstono unm sottoinsiema
domso da (RN, @ folto e swomo vulle 20 o
in Ar U C@mpa&o %&\/&v\tﬁg& La —Qowo_ivxtg%valo;:
RtS. Por cosbwivle vulle al e {«mvi e INLVYY Gmpatto
baste adalttare @ Teer 8 p- 376 deQQ'APPJe\AdA‘CQ dal
Brezis intexsecondo Qi nsieni Eni ed Ry com Fnal"
Swcmmeong i ¢ \Pofrw)m e Wmvade RN

Quinds, date {e U(RY) ed >0, evste uma _.
%»vvt%\‘ev& WP‘QAQQ s ¢ wlla MZ oo um QOV\/\P&&O

I £-sly € €

Ore , date ume duwiems Sewplice, queste € Combinazios
ne Bgsve dd fumzteond aetenshione di beiowms
el e Wantatl s ¢ e wulls fuen da wm cow-
\03&0. Sl ora Xp wna %nﬁw covaltm tica con
A miswelal o Guawtsto . Allora ematono E Cow patto
£ G apedo Gimitsto tobi he _F SACG wﬂ(G\F) s
¢, %VB%{Q X Qwwa da UV‘jSO\/\V\/ wmne fumZewe
Conkivue + e Nale 1 Sw F, D fuon da & e

0<& <1 m RN
Alleva i ha+ | j
R [ N PSR T P P O

G\F



quwz., dalle consdovazien precedont! deduciawmo
fhe

C(RY) & damso i [(RY),

et L fumzewt contluue a supporto compatto
costibuiscono  um  sottospazio denso di  (1(RV).

Ova veohrhamo €2

Devsits di C2(RY) |in W(RY) per 44 pdoo.

Questo risultato € mostrato
nelle due pagine seguenti
che sono state preparate dal
Prof. Antonio Segatti.



DENSITA DELLE FUNZIONI CONTINUE A SUPPORTO
COMPATTO IN L*(R)

Dimostriamo il seguente
Teorema. Lo spazio C.(RY) ¢ denso in LP(RY) per ogni p € [1,+00).

Dimostrazione. Per prima cosa introduciamo l'operatore di troncatura ponendo,
per ogni n € N,

) oselr| <,
T.(r) == (0.1)

W se || > n.

Passo (1)
Data f in LP(RY) ed € > 0 mostriamo che esiste g € L®(RY) N LY(RY) ed un
compatto K fuori dal quale g = 0 tali che
5
1f = glly = 5. (0.2)

Per costruire g osserviamo che la successione di funzioni f,, definita da (x, indica
la funzione caratteristica della palla B,,(0))

ful@) := Xu(2)T, f (), ©€RY
verifica f, = 0 in RV \ B,(0), || fulle = n e dunque f, € L®(RY) N LYRY) per
ogni n. Inoltre, grazie al Teorema della Convergenza Dominata di Lebesgue si ha

fn notoo, f in LP(RY). Pertanto, per ogni & > 0 troviamo 7 tale che per n > 7 si
ha || f — full, < §. Poniamo dunque g = f5.

Passo (2)
Fissiamo 0 > 0 in modo tale che
§1P(2m)1-1/P < g (0.3)
La densita di C.(RY) garantisce che esiste g; € C.(RY) tale che
lg — g1l < 0. (0.4)

Non ¢ limitativo supporre che [|g1]|s < ||¢]/cc = 7. Infatti, se cosi non fosse, posto
g2 := Trg1 si ha (vedere al termine della dimostrazione)

lg2 = glly < [lgr — gllx (0.5)
e dunque, se ||g; — g||; < 4, a maggior ragione
g2 — gl < 0.
Dimostriamo che tale g; verifica
If —gullp < e
1
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2 DENSITA DELLE FUNZIONI CONTINUE A SUPPORTO COMPATTO IN L7 (R)

cioe la densita voluta.

La disuguaglianza triangolare e (0.2) forniscono
If = ally < IF = gllp + lg = aullp < % + llg = g1llp-
Inoltre, la disuguaglianza di interpolazione (vedere (0.4)) garantisce
lg = g1lly < llg = 911" llg = gl < 57 (2) =17 < =,

grazie a (0.3). Quindi, combinando le due ultime disuguaglianza abbiamo final-
mente che C.(RY) & denso in LF(RY).

Dimostrazione di (0.5)

Per dimostrare (0.5) scriviamo

/ Igl—g\=/ \91—9!+/ !gl—gl+/ lg1 — ¢
RN {1 >n} {—n<gi<n} {g1<—n}

— I+ 1I+III (0.6)

Ricordando la definizione di T}, si ha subito

H:/ m-mz/ mﬁ—m=/ 02— gl.
{—n<g1<n} {—n<g1<n} {—n<g1<n}

Inoltre, sull'insieme {g; > n} abbiamo che g; > 7 > ¢g. Dunque

I= / |91 - 9\ = / (91 - 9) = / (91 - Tﬁéh) +/ (Tﬁgl - 9)
{g1>7n} {g1>n} {g1>7n} {g1>n}
=/ (91—n)+/ (Thgr — 9)-
{g1>n} {g1>n}

In particolare, si ha che il primo integrale & chiaramente positivo. Inoltre, visto che
g < n=Tsg su{g > n}, abbiamo anche

/ (Thgr — g) = / |Thg1 — 9.
{g1>7} {g1>7}

N e |
{g1>n} {g1>n}

Ragionando in modo analogo si mostra che

HIE/ |Tﬁgl_g|:/ lg2 — gl.
{g1<—7} {g1<—-7}

Pertanto da (0.6) otteniamo facilemente (0.5).

Pertanto
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Nelle pagine seguenti trovate
un approccio analogo, che non
utilizza il lemma di Urysohn.
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