


Questo risultato è mostrato 
nelle due pagine seguenti 

che sono state preparate dal 
Prof. Antonio Segatti.



DENSITÀ DELLE FUNZIONI CONTINUE A SUPPORTO

COMPATTO IN Lp(R)

Dimostriamo il seguente

Teorema. Lo spazio Cc(RN) è denso in Lp(RN) per ogni p 2 [1,+1).

Dimostrazione. Per prima cosa introduciamo l’operatore di troncatura ponendo,
per ogni n 2 N,

Tn(r) :=

(
r, se |r|  n,
nr
|r| , se |r| � n.

(0.1)

Passo (1)

Data f in Lp(RN) ed " > 0 mostriamo che esiste g 2 L1(RN) \ L1(RN) ed un
compatto K fuori dal quale g ⌘ 0 tali che

kf � gkp 
"

2
. (0.2)

Per costruire g osserviamo che la successione di funzioni fn definita da (�n indica
la funzione caratteristica della palla Bn(0))

fn(x) := �n(x)Tnf(x), x 2 RN

verifica fn = 0 in RN \ Bn(0), kfnk1 = n e dunque fn 2 L1(RN) \ L1(RN) per
ogni n. Inoltre, grazie al Teorema della Convergenza Dominata di Lebesgue si ha

fn
n!+1����! f in Lp(RN). Pertanto, per ogni " > 0 troviamo n̄ tale che per n � n̄ si

ha kf � fnkp  "
2 . Poniamo dunque g = fn̄.

Passo (2)

Fissiamo � > 0 in modo tale che

�1/p(2n̄)1�1/p  "

2
. (0.3)

La densità di Cc(RN) garantisce che esiste g1 2 Cc(RN) tale che

kg � g1k1  �. (0.4)

Non è limitativo supporre che kg1k1  kgk1 = n̄. Infatti, se cos̀ı non fosse, posto
g2 := Tn̄g1 si ha (vedere al termine della dimostrazione)

kg2 � gk1  kg1 � gk1 (0.5)

e dunque, se kg1 � gk1  �, a maggior ragione

kg2 � gk1  �.

Dimostriamo che tale g1 verifica

kf � g1kp  ",
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cioè la densità voluta.

La disuguaglianza triangolare e (0.2) forniscono

kf � g1kp  kf � gkp + kg � g1kp 
"

2
+ kg � g1kp.

Inoltre, la disuguaglianza di interpolazione (vedere (0.4)) garantisce

kg � g1kp  kg � g1k1/p1 kg � g1k1�1/p
1  �1/p(2n̄)1�1/p  "

2
,

grazie a (0.3). Quindi, combinando le due ultime disuguaglianza abbiamo final-
mente che Cc(RN) è denso in Lp(RN).

Dimostrazione di (0.5)

Per dimostrare (0.5) scriviamo
Z

RN

|g1 � g| =
Z

{g1�n̄}
|g1 � g|+

Z

{�n̄g1n̄}
|g1 � g|+

Z

{g1�n̄}
|g1 � g|

=: I + II + III. (0.6)

Ricordando la definizione di Tn si ha subito

II =

Z

{�n̄g1n̄}
|g1 � g| =

Z

{�n̄g1n̄}
|Tn̄g1 � g| =

Z

{�n̄g1n̄}
|g2 � g|.

Inoltre, sull’insieme {g1 � n̄} abbiamo che g1 � n̄ � g. Dunque

I =

Z

{g1�n̄}
|g1 � g| =

Z

{g1�n̄}
(g1 � g) =

Z

{g1�n̄}
(g1 � Tn̄g1) +

Z

{g1�n̄}
(Tn̄g1 � g)

=

Z

{g1�n̄}
(g1 � n̄) +

Z

{g1�n̄}
(Tn̄g1 � g).

In particolare, si ha che il primo integrale è chiaramente positivo. Inoltre, visto che
g  n̄ = Tn̄g1 su {g1 � n̄}, abbiamo anche

Z

{g1�n̄}
(Tn̄g1 � g) =

Z

{g1�n̄}
|Tn̄g1 � g|.

Pertanto

I �
Z

{g1�n̄}
|Tn̄g1 � g| =

Z

{g1�n̄}
|g2 � g|.

Ragionando in modo analogo si mostra che

III �
Z

{g1�n̄}
|Tn̄g1 � g| =

Z

{g1�n̄}
|g2 � g|.

Pertanto da (0.6) otteniamo facilemente (0.5).

⇤
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Nelle pagine seguenti trovate 
un approccio analogo, che non 
utilizza il lemma di Urysohn. 






















