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In V'EE“&ET, 1P & ‘E-PE‘*E:O Ao classh
da fumz ena u%ue@l tva Gvo q.0.

1V.2. Definizione e proprieta elementari degli spazi L”
Definizione. Siap € R con | = p < e ; poniamo
LP () ={f: Q=+ R; f misurabilee |f P €L1(£1)}

L o Yt
I, = f,,~“n )] duJ

Verificheremo in seguito che | "p & una norma.
Definizione, Poniamo

[ misurabile ed esiste una costante
L2(f)={r:2—=R

C taleche |f(x)|=C gq.0. inf2

Spazi i

|_,|"'|_,_,. =Ifl_ =Inf {C; |f(x)I=C . q.0. inf2},
La seguente osservazione implica che I ||w & una norma |
OSSERVAZIONE 1. — Se f€ L™ | allorasi ha
Ifx)= bfl.  guo. inf2.

Infatti, esiste una successione C, tale che C, = Il e, per ogni n,
|f(x)| =C,_ q.o.in §2. Pertanto | f(x}| = C_ perognix € 0 E_ con

|E,|=0.Poniamo £ = | ) E, ,inmodoche |EI=0e

n=1
IfN<C, ¥n VxEQ\E;

ne segue che | f(x)| < Ifl, VxEQ\E,

Notazione, 5ia | = p = == ; denotiamo con p’ 'esponente coniugato,
e | l
ciog, —+——=1.

P

Teorema 1V.6 (Disuguaglianza di Holder). Supponiamo che [ € LF
eg €LY conl <p=c AllorafgEL' e

(1) ' ' ]|Jr;g|£||f||ﬂII‘gIIPr

DIMOSTRAZIONE. — La conclusione & ovviasep =1 o p =« per-
cio supponiamo che 1 < p << o=, Ricordiamo la disuguaglianza di
Young.

! 0
(2) ab<—a’ +p—,b" Ya=0, Vb=001,;
P

{1) Talvolta & conveniente utilizzare la forma ab < ea” + Ctbp conC =e” Lfip=1)



Capritolo guerto

la disuguaglianza (2) & conseguenza della concavitd della funzione
log su (0, == )

1 [ 1 I i
—aP +—bP |=—loga® +—logb® =logab .
It}g(ﬂu ; b ) 5 oga o 2 I

&i ha:

| 1 '
[fi{x)gix) '5;-? If(x)lP + e lg(x)P , perqo. x €.
Ne segue che fg €L e
4 1 '
(3) Ilfgmg-llflr;+?-lgll*;, .
Sostituendo f con Af (A > 0) nella (3), si ottiene

ap-1 'p 1 4!
(4) Ilfgu;-u;]— II;IIP+F|IE e .
Scegliendo d = 1f II;' sllg II;'-’-“ {in modo da minimizzare il secondo
memhbro della (43, si ha (1), .

OSSERVAZIONE 2. — E' utile ricordare la seguente generalizzazione
della disuguaglianza di Holder:
Siano f,, f;, . . ., f, funzioni tali che

: | | |
fel’l, 1<i<k con —=—+—+...+—=1.
' P P Pa Py

Allora il prodotto f=f, f; ... [, appartiene alf e

I, <, G0, I,

In particolare se f € LP N L7 con | < p <g<-ee,alloraf€ L

Spazi 11

per ogni r tale che p < r =g e sussiste la seguente “disuguaglianza di
interpolazione™:

1 o ] —o

IFl < BFIElfll=2, ove —=—+——\ 0<a<l.
r i

Teorema IV.7. — L7 ¢ uno spazio vettoriale ¢ | "p © una norma per
ogni p tale che | Sp = oo

DIMOSTRAZIONE, — [ casi p = | e p =rve sono noti. Percid suppo-
niamo | <p<eo egianof,g € L”.5i ha

Ifix}+g(x)? (1 fx)+ lgCalP <27(|f(x)P + lg(x)P).

Di conseguenza [+ g € LF, D'altra parte si ha

Ir+gle = Ilf+gF’" Lf+g|ss;j|f+grp-' |f|+[u+gw—'|g|.

Ma If +glP~ ! €LP" e, per la disuguaglianza di Holder, risulta
p Pl
ir+gl <lf+glo="(Irh +1lgl),

cioé H_f+g||pd=‘é|flp+lgﬂp.
*

Teorema IV.8 (Fisher-Riesz). — L” é uno spazio di Banach per ogni
p.le=psee,

DIMOSTRAZIONE, — Distinguiamo icasip=o0 ¢ | = p < oo,
1) Caso p = o=. Sia (f, ) una successione di Cauchy in L™ . Dato un

1
intero k = 1, esiste un intero N, tale che If - f I < 0 Per

mn=N,.
Pertanto esiste un insieme trascurabile En tale che



Capitolo quario

(5) U;n{x}—fn(x}lﬁi—, "n".x'Eﬂ"kER. Ymn=N,

Posto E = U B i modo che E é trascurabile — allora, per ogni

x € D\E, Ia successione f (x) & di C auchy (in R). Cosi f, (x) = f(x)
Yie Q\F. Passando al limite in (5) per m o= | si ottiene

|f[x]_f"(x}|€i— WXEQ\E, ¥n=N, .

1 ;
Si deduce percid che fEL™ e bf = f, I = ‘k_ V=N, percui
f,o=>finl®.

2)Caso | = p < e . Sia (f, ) una successione di Cauchy in L? . Per
concludere & suffi c:ente determinare una sottosuccessione convergen-

te in L® L
i uccessione tale che
Sia {_f"k ) una sottosuc

1
IJfH“.—th |p'ﬁ';—2? Yk=1

[Si procede come segue: si sceglie n, tale che \ir. =1, ||p = =

|
Y m, n = n,; poi si scegli¢ n; > n, tale che S, =L l 5;2—1

YL n = Ha, e cosi vid..].
Verifichiamo che f converge in LP .

Per semplificare le notazmm, scriviamo f in luogo di f”x‘ in modo

che

j |
(6) "-rt+| J" I J;IT Yk=1.

Sia

g, =Y 1, ) £
k=1

Spazi £
in modo che

Ignupﬁil,

Per il teorema della convergenza monotona, £ (x) tende a un limite
finito g(x), q.0. in £}, con g € [P, D'altra parte, perm =n =2 si ha

|, ) —f, 0N <1 f, (X)— .

m -

() + L) ~f, ()<

<glx)-—g,_,(x).

Ne segue che, q.o0. in £2, f (x) é di Cauchy e converge ad un limite
finito, diciamo f(x). 8i ha q.0. in £2

7N 1fx)—f, (x) <g(x) pern=22,

e in particolare f € L?,

Infine concludiamo, grazie al teorema di Lebesgue, che || f s
— fl, = 0, dato che If, (x) — f(x)P = 0q.o.einoltre |f, —fIP <
=gfeL'.

Teorema 1V.9. — Sia (f,) una successione in L* e sia f € L” rale
che If, — f " = 0. Allora esistono una sottosuccessione (f €

wna funzione h E LP tali che
a) f"*{x}—*f{’xj q.o. in &l
by If, (X)I<h(x) Vk gqo inS.
L4

DIMOSTRAZIONE, — La conclusione & ovvia se p ==, Cosi suppo-
niamo 1 = p < e, Poiché (f_ ) ¢ una successione di Cauchy, possia-

mo procedere come nella dmmstrazmne del teorema IV.8 e conside-
rare una sottosuccessione (f J - indicata con f, — soddisfacente

(6), tale che f, (x) tende q.0. ad un limite f*(x)'" mn,l"‘EL” Inal-
tre per la (7) si ha |f*(x) —f, (x)| <g(x) Vk,q.0.in £} cong € LP.

Cﬁm‘v&r%@mza dewunats = ‘Fec_’";* in [P
quua -F:-{I* g.0. lnolbtve visulla
[$a(D]< 1£400) + Q) da cni €2 tesd.



