Estensione dzl teovema fordamentale del calcolo inte.%rale

Voghamo qui approfondire aloune question Qooate alls
validhta della fornula fondamentale ded caleolo ivxtegml@
nell'ambito de®a teovig deld’ integrazione secondo LQbe58up_
per fumziom L:@b] 5 R di varahioe reale . Rifevendog
sempre alla misura Qeometned da Lebesgune in R, ci chie-
dhawo pey quali { wvale Qa formula

(a) {(x) - {(3) = J:{'(’c)dt Y xe(a,b],

Detta 4 Qa clasce dx queste fuvzions £, i dovrd innanzt
tulle  avere che

-
-

(8) Y feT Radeavats { eciste por §.0. xe[a,b)]
¢ inoktve ['@ inte%va\oiea wn [a,b].

H. Ldoesgw_ ha esavnabo iQ problema posto in (B) ¢ ha
nbrodolto Qa classe delle fumzionmi a variazione limitata

n [3,b]. |

Delimzione A — La funmzione { : [8,6] =R s dz{@ a venazio-
ne Butata se wnsidevats uma qualunowe suddivisione

Sz{xezacxt<. . ixpy< xnzb ] dol’ intevvallo [a;b] 2 R3
relabiva _qu\amt{ta\ U'S:_?_, (.[Z(xi)_;(xi_i)‘ )




Uinsieme doid vumeni Uz @St tndaviduwato ammette estveme
superiove finito. Denokiamo tsle estremo superiore  con

Ve ([a.6]) e questo numexo viene celbo variamiena totale
di £ n [8)6]-

Ad esompio, coho a vanaziene Qnutata € fumziom mo
notone € quelle epechitziane n (5,b], menlve Vi Sono )
fumziond continue dat nem sono a vanazient dwutata
( $(¥)= xsini se X€ |0, 2/11]) f(x)=0 @ X = 0)_

Di masgima importamza (e di dimostrazione non dI;.FFI-(,;LQ)
é pot € seguente teorema che caratlevized & [umziow
a vanszione Umwntata.
Teorema A — Uma fumzione f: [a,k] 2R e a variazion
Qiitata se e solo se s pud enpvimeve come dilfevemza
dh due fumziord movotone non decrescanti.

1® nsultato fondamentale sutdfle fumziona & vanazone
Qiwitata 2 R seguente albvo teovema di Lebesgue (questa

volta di dimostrazione assai clelicata).
Toroma B - Se {:[a,b] 2R & a varazione Lwwtata,

03 devivata {' esiste q.0. in [3,b] ed & sommabile in [8,b].

i pumto deicato della damostrazione & quedo cdel’ endstens
ded Qiwite finito ded vapporte tnovementale di{, cios della
dovivata, per quast tuth @i x di [a/b]. Una volte ottavwuta
quinta esistenzd, tenulo onto che in virtu del Teovema A
G ol pud vicondurre 3l Caso in cuk £ @ now decvescente, @a

-2~



sommabilits oi ' s diteme facfwemte ubti®zzando 1€ Cemma
dr Fatow.

Tubbavia, € Teovema B non o permette da concmolere clg
wha fumziong & vaviazions Limatata vevifica 03 (A) PUY
avewdo semso enbrambi | merabn di (A). Per esempio, S@

£(<) = {"’ TEXO ) esiste ed & wguale a O per ogni

1 0g %«
x40, ma Qa (A) non vale per gh x>0, S possono
addintinra *costwire  Junmziond continue € non decvescant
por & quaki non vale Qs (A). Um esempio importante &
Ra {umzione di Vitah , due si costruisce ubi@izzando £'in=

Sieamme da Cavtor (- ?\o Cn dove %IA msievww chuust  Cn
N=0

oo otenubs ton @a costvuziewns

C0= [021])
C1=[D) %—] ) [

%'111
eebogle 5] [25]v (g 1],

per G 2626G2 ... >, 3_----) Cn € costituto
da 2" intervalli chiusi ciascuna di @un%lw_’aza 3", dungue
A (Cn) = (%)“ Osserviamo che C & diuso, porchd infevsezione
o uma sucessions di chinsi, = di misura wulla dal pp-
mewto cdhe  u(Q) = %g’;c M (Cn) - Nello stesso tewpo, € ha 20
Potemza del continuo o quinds fornise um esewpio ol
n;eme  won numevabile e di wacura o
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Indicata con Xn 2 fumeiene cavattevistics di Cn e posto

X

f100= (3" | xa@ddt,
0 fumzieve di Vitali  {:[0,1] = R o1 definisce sllova
come  SeQUL

£0) = Bim £ ()

n-=0

ST notl che , per ogm neN, L (0)=0, Jf-n(ﬂ=(32-y-\-p(cn)=’1,
f. & mon daovestente e costante a tvaltl sw [0,]NCn- S
T& umo doi 2" inkervallk 83 cul wwione o Cn; Si ha

(%‘)ﬂ EI A (ot = [%)V.‘H S.I A (bat = 2—h

P QA Ifn+‘(")?-¥n(*) V xd G e inolbre
156 - fu ] € [ AT ® - B Xnn(®] e ¢ 27 Ve T,
I

PoY Q%n-{ Tceln, YneN. Dungua { converge wwi formante
alla  fwwziove L, che neulta P?/rtmﬂto CO“}.';M&)V\;:)V\ de. =
crestonte e tale che -F(O):O,-F('l) =1, )C'(x)-_-:o VY x4 C,

Si ha cog wa Dempio di fumzione 1C Conbivuua e non Gefan=
e pev am f'=0 q.0. in [o,4].

: U suggerimento per Tmdaviduare o clme % viewe datra

MoBone  dy Al duva i olutancentt ton hua k”'“t piecAas
oo - . A0 , _ f
muwte datly Prop.2.23 -t‘V\EiA?P@M%e Masclmcﬂpw € i ture a.c. Y falty

owstrvato amcora che por Teorema A possiamo  Rimitava a
wnsidgvare  fumzioni £ non decvescentt grazie al Teorema B
posSiame definive La misura

V(A) = §A£'d/4 V A<[a,b] misurabile
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che viculta assolubamente contiua rispetto alla misura o
lehbesgue in [R. In particolare, prendmmdo A= (3,4 <i ha

) ([aﬁ([) = Fax.r({:)d,t Vxe [a/b:])

wod s fumziene  x i v ([3,x[) coincide con Qa fumzione
in‘ce%ralg oA 'P wh pnmoO entremo a. Rsto e(x) = v([a,x‘[:)
¥xela,b], = vcava facilmente dall’ass. continwts dod)’ Ent;e%wa_&
5 sepuente  propreta’ { veRabive slls fumziene %>

VE>O 35:>0 talecdhe per ogni gruppo da
© intevvald a1, 1], -, [Bu,bn] M numevo finito

n qbta@mqm, non SowaPPOﬂevd:CSE e taly du

izf‘g (bi-ai)< &, allova si ha 21 '_%(bl)-g(al)]l< £,

Tube 2 Jumziond %:[a, b] >R che verificano (C) si dhcono
asgolutamente continme in [a,b). £ facale vedere die & {umzio:
wm o acsofubtamente continne Sono Sia a variaziove LAwiteta

e umiformemente continue , membre non & vewo 12 viceversa
(fwwziome dai V{l:abi). Uma condiziows sufficiemte pey I agsoluta
continiita ¢, ad exewpio, L Gpsdutzianits. Ebbeme, & fwn:
Zigw assobulamente tontinwe  costitiscono precisamente 3 fami
eWa T per owm valg Ra (A), coz

Teorema C. Se £:[5,0] » R & avarizrione Gmitala, conolazione
necessania @ guflicemte perdhl valoa 0a (A) & che { sia ass

solukarmente continuis .
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5Lm/e, p() € asgo%témemte continaa ( per esemp%.o = rmo\‘ —
Sagliore 8(X)=f:1c'({)d’c) e h(x) & costamte oppure g;n.éo_l_;,mgﬁ‘_'
(et non costambe o tale oy =0 Q.0.in [a,b] , comg 0a -
fumzionz o Vitali). In genevale , se £:[ab]>R € & vara-
zZiene Qimitata | ocay o puo  decomporre ne@a somma d;
te Lfumziows

069 = g0+ A(x) + 50
Lon ¢ assolutamente continua, B costamte Oppure singelare
e s idenficamente ulia oppure costamte a trata (o fun=
20 & variazione Qivntsta ammeth L Pl um nfomta
rumerabiQe di pumbi ds d/\%con’c{mxita‘) PEN wn N%emd o)
- trathh &0 pix merabif. Usualmemte %o funziene s
- vieve delts fumzione dyi szlh

Concludiamo ricordamdo che bys © CONSLOugn 20

L teorema fondamentaly el caleolo [nte%vaﬂa g
amche Qo validita™ oledly formule di ntegrazione per
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parti por & fumziewn assoluizmente continue . Pig PYetiss-
momte, se fe o sono assolutamente continue in (3,h]
st bha che

b b
[ £6ag0ock < f6)56) - f)(a) - | #0909,

L funziom fgo e jf’% onendo sommalnls in [a,b] pevchg
prodotto di {umziene sommslale por {umzions assolu-

taviomte continua Moltre, & pune poseibi® climostroye

Lo formula o integvaziem ®r sostituzione

B
X: e = [ 7 2e0) /ol

dove a= @) ¢ b- P(R) | v condiziemi di amma gene:
raita su f (ad @Renpio; mewalnle e Umitata v [a,b])
e ¢ (assolutamente conbivua in [, B] e tale o

QW Lh YV tewp]): sind in particcave che G
ipoten su § e @ deweno emere tall ds swicurare €' onte.
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