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INTRODUZIONE

Questo articolo si propone di presentare il rigaltdello studio, delle
riflessioni, delle osservazioni in classe e delgpezienze didattiche,
condotte per quasi tre anni da alcuni insegnaritNdeleo di Ricerca in
Didattica della Matematica per la Scuola Secondauperiore di Pavia.
Alla elaborazione di quanto vi & proposto hanndegupato, lavorando
con gli autori, anche se in forma e misura différegli insegnanti:
Simona Bologna, Giuseppina Dell’Aquila, Emiliana 24i#li, Angelo
Molina, Luisa Nascimbene, Raffaella Pani, ElviravRai, Clara Rossi,
Paola Zanibelli.

Il nostro gruppo si & proposto gia da alcuni arome tema di ricerca
l'insegnamento dell'algebra nel biennio della sewalcondaria superiore
esaminando anche gli aspetti legati al problemardetordo con la
scuola media inferiore.

| collegamenti con la scuola Media Inferiore soratisrealizzati
prevalentemente attraverso scambi di materialelld8ruppo di Ricerca
Didattica di Pavia per la Scuola Media, che haoatfato, negli ultimi
anni, lo studio dei problemi didattici relativi phssaggio aritmetica -
algebra (cfr. Cavallari et alii 1994, Reggiani 1294

Inoltre una insegnante del gruppo lavora in unalscmedia inferiore.

La scelta del tema e stata suggerita dalla corstai delle difficolta
che gli alunni spesso incontrano nel biennio deltmola superiore
nell'affrontare lo studio dell'algebra ripetendouali ben noti errori che,
come confermato da numerose ricerche, hanno la twigine in
fraintendimenti e fratture fra operativita e sigeati che si determinano
gia nei livelli scolari precedenti, cioé in faseglgebrica.



Il lavoro cui qui si fa riferimento ha tratto spontlai risultati di una
prova d'ingresso esclusivamente su argomenti @ibadg(cfr. Reggiani
1993), elaborata dal gruppo e proposta ad iniziolscsuperiore in dieci
prime classi di scuole di differenti indirizzi (gessionale, tecnico
commerciale e industriale, psicopedagogico, sdieaji

Tale prova si proponeva di verificare la padronade#ie operazioni
nell'insieme dei numeri razionali relativi, attrese esercizi limitati
all'esecuzione di calcoli semplici ma tali da testa conoscenza dell'uso
delle parentesi, delle "regole dei segni”, delleragioni con le frazioni,
delle proprieta delle potenze,etc..In questo tesi@state proposte anche
alcune semplici equazioni, un problema sulla per@a, traducibile in
equazione e un'inversione di formula (equazionerale). Si trattava in
ogni caso di equazioni molto semplici che potevassere risolte con
metodi intuitivi, ricorrendo al significato dellgoerazioni in gioco e alle
relative operazioni inverse.

L'esito di questa parte del test anche relativaenexgli esempi piu
semplici é risultato in generale negativo, moltteirore a quello degli
altri settori dello stesso test. L'incidenza dioérrche denotavano il
tentativo di operare in modo meccanico, ricordaadoemoria regole e
trascurando completamente il significato delletsme proposte, ci ha
indotto ad approfondire il tema dal punto di vididattico.

Al fine di una corretta traduzione didattica, punitandosi ad equazioni
di primo grado in una incognita 0 a queste ricoitulicé necessario
avere presenti dal punto di vista teorico alcumtpoodali fra i quali ci

sembrano rilevanti: il significato del termine uglianza (cfr. Dedo
1973, Kieran 1981, Bernardi 1987), la reversibitiglle trasformazioni
operabili su di essa, le questioni relative adtesi e unicita della
soluzione nelle diverse strutture algebriche,gh#icato di termini quali

identita ed equazione indeterminata.

E' noto che il tema "equazioni" e stato studiatondenerosi autori dal
punto di vista dei processi d'apprendimento coinvolell'uso di
equazioni per tradurre un problema e nella loroluigone, sia come
tema specifico che nell'ambito di piu ampi studipgensiero algebrico e
sulla sua modellizzazione (cfr. ad es. ArzarellazBni, Chiappini 1994,
Boero 1992, Filloy e Rojano 1989, Sfard 1992).



La parte del nostro lavoro presentata in questicadot pur non
prescindendo dalle ricerche teoriche sul pensiégebasico, ma anzi
partendo dai loro risultati, si pone su un pianet&mente didattico
metodologico proponendo una traccia per linsegnarite mette in
risalto problemi teorici, obiettivi, strategie ditdehe, possibili
approfondimenti, collegamenti con le conoscenze pgiasedute dagli
alunni, momenti di verifica.

Abbiamo utilizzato come punto di partenza per $to lavoro i libri di
testo in uso nelle classi degli insegnanti del gougl'elenco €& in
bibliografia): non ci proponiamo qui in alcun modofarne un'analisi
critica e ci limitiamo dunque a riportare eventugdunti che ci sono parsi
utili o loro rielaborazioni. Abbiamo inoltre spessatto riferimento al
testo "Matematica come Scoperta " di G.Prodi echterrale didattico ad
uso interno del Nucleo di Ricerca Didattica di Gemger la Scuola
Media Inferiore.

Notiamo che in questa traccia didattica I'equazdnesta essenzialmente
come "oggetto matematico”, solo inizialmente  pnés@ come

strumento di risoluzione di problemi. Infatti la asuisoluzione e le

questioni ad essa connesse sono studiate da uo gurista teorico,

senza alcuna interpretazione nei contesti applicaflio rientra nella

tradizione didattica dellinsegnamento al bienmtladscuola secondaria
superiore, in cui gli ambiti applicativi spesso ngwno gestiti in modo
coordinato con linsegnamento della matematica.taVi# questa

strategia ci pare opportuna in quanto consente adi dpprezzare
l'esistenza di diversi livelli semantici nelle ti@snazioni algebriche.

APPROCCIO ALLE EQUAZIONI

Si ritiene, come si & detto, che nell'affrontarestiadio delle equazioni il
primo obiettivo che ci si deve porre sia quellocdndurre i ragazzi a
scoprire la potenza dell'equazione come strumemtoisdluzione di
problemi attraverso un itinerario guidato. Ritenengloco motivante
un'introduzione aprioristica dell'argomento, sit@bgito di proporre agli



studenti alcuni problemi da risolvere individualitenin classe,

applicando le tecniche apprese alla scuola media, la richiesta di

fornire esplicitamente una spiegazione dettaglidiel metodo di

soluzione. Questa €& la strategia adottata anchealtla proposte

didattiche quali, ad esempio, quella del Nucledritierca Didattica di

Genova.

In questa prima fase € opportuno presentare prokleraui non sia

indispensabile impostare un'‘equazione. Si é infattiito osservare che i
ragazzi tendono a ricorrere a risoluzioni di altigo (grafici,disegni,

frecce) e solo in piccola percentuale a far ustededuazioni che pure
tutti hanno imparato a risolvere. Esercizi risoivibon metodi grafici o

intuitivi consentono di richiamare eventualmentesjia tecniche.

A titolo di esempio, si riportano alcuni problenarcspunti per possibili
risoluzioni.

1) Trova un numero che aggiunto al suo triplo da 76.
— | | | 76:4=19

2) In una scuola media i ]z dei ragazzi frequentano le prime classi,
1,3 le seconde e 70 ragazzi le terze. Quanti frequerlaprime e quanti
le

seconde?

12/25
1/3

70
Trovo la frazione complementare

l—(E +1j = E , che corrisponde a 70 ragazzi.
25 3) 75

70EIZ—j = 375che é il numero totale dei ragazzi



375% =125che e il numero dei ragazzi che frequentano larsi

3) Un mattone pesa un chilo pit mezzo mattone. TilcaM@o peso.

L'immagine suggerisce

in modo spontaneo

la soluzione

(§I—‘D

4) Penso un numero, ad esso sommo 5, moltipliceilltdato ottenuto
per 2, tolgo 8 e ottengo 10. Quale numero ho pefisat

P T [If-
Yoo oo oo 1

A questo elenco si pud aggiungere qualche semplicblema di
geometria piana in cui siano assegnate opportutezioai fra gli
elementi di triangoli o quadrilateri particolarin iquanto in essi |l
supporto grafico si presta anche a soluzioni adtiera.

Riteniamo utile confrontare in un momento di distose in classe le
diverse strategie risolutive. Questa pud diventar®@ importante
occasione per raccordarsi, come si € detto, alrgnaga scolastico
svolto nelle medie inferiori e per favorire la aogione di una visione
unitaria delle conoscenze matematiche. Diverse rese hanno
evidenziato che alcuni ragazzi ritengono che leagmuni si collochino in
un ambito disgiunto da quello delle risoluzioni cowtodi elementari
precedentemente appresi, e che, comunque, una waiteate le
equazioni, esse divengono l'unico modo per riselveproblemi. E'
nostro obiettivo evitare tale scissione.



Successivamente le strategie risolutive, per cosj tntuitive" vengono
messe in crisi con problemi in cui vi e l'esigenda impostare
un'equazione, perché risulta lo strumento piu \ggiteso o addirittura
indispensabile.

Eccone un esempio, solo apparentemente analogecddgente n°4:
Penso ad un numero, ad esso sommo 5, moltiplrisuitato ottenuto per
3, tolgo il doppio del numero che ho pensato edngid 20. A quale
numero ho pensato?

Anche in problemi simili sono possibili soluzioni tipo grafico che
risultano, pero, meno immediate. Si consiglia, gmiocaso, dopo aver
promosso alcuni tentativi da parte dei ragazzi, ronandare la
discussione completa di problemi di questo secdipidy a un momento
successivo, quando saranno almeno in parte ragggintobiettivi
seguenti: acquisire la definizione di equazioneoihcetto di equazioni
equivalenti, i metodi di risoluzione, la consapezza di ogni
"passaggio".

ALCUNE DEFINIZIONI FONDAMENTALI

Riteniamo che la scelta di fornire ai ragazzi lérdeioni formali relative
allargomento, e di pretenderne la conoscenzaceeosia da fare, a
discrezione dellinsegnante, in relazione al livalella singola classe e
del tipo di scuola. Nella nostra elaborazione atbigreferito alcune
definizioni rispetto ad altre, nella grande varidt&uelle fornite dai vari
libri consultati, e le proponiamo qui in modo dhesegnante abbia un
preciso quadro teorico cui fare riferimento, indigentemente dal fatto
che si intenda proporle o no ai ragazzi.

Osserviamo che é importante far chiarezza su aedimi e terminologia
in quanto spesso abbiamo osservato nei testi @ peditica didattica
alcune ambiguita e incoerenze che possono causameehdimenti negli
alunni.

La prima definizione &€, come owvio, quella di "egjoae". Ne riportiamo
di seguito tre diverse che comprendono le tipolggie comuni trovate
nei testi presi in esame. Esse fanno riferimernpoeaequisiti differenti e
portano a differenti sviluppi.



Potrebbero essere introdotte gradualmente, in mosBTCessivi.

Definizione di equazione

1) Sidice equazione un'uguaglianza tra due ssjor@ algebriche.
Questa definizione non e precisa dal punto di vidtamale
("espressione” €& un termine ambiguo; rimangonotri@okscluse le
equazioni. trascendenti) ma & comprensibile. Swi Idi testo sono
frequenti definizioni analoghe a questa, a volten cmaggiori
specificazioni (si veda ad esempio Dodero N. pBeini P. ,TrezziD.)
Si suggerisce di usarla come prima tappa di ungssx che evolve verso
gradi di rigore sempre maggiori.

2) Si dice equazione una relazione di uguaglianaperta”, cioé
contenente una lettera che rappresenta un eleman#bile in un certo
insieme (cfr. Prodi G.)

3) Date due funzioni definite sullo stesso insigmix) e y=g(x), si dice
equazione l'uguaglianza f(x)=g(x).

La modifica necessaria per il caso in cui le dugioni abbiano domini
diversi &€ immediata: se il dominio della funziorfe)fé l'insieme A e il
dominio della funzione g(x) & B, lI'equazione € pastAnB, che si dice
dominio dell'equazione.

Risoluzione di un'equazione (in un insieme)

Risolvere un'equazione rispetto a una variabilainndato insieme A
significa determinare tutti gli elementi appartetailinsieme A che
sostituiti alla variabile rendono l'uguaglianzaazer

Tali elementi si diconcsoluzioni dell'equazione in A. L'insieme delle
soluzioni sara indicato con oS Si puo stabilire di indicare
semplicemente con S linsiemg $oppure & ), cioé di sottointendere
che in mancanza di ulteriori precisazioni si rigohel campo realR o
nel campo complesse.

Ci sembra opportuno che in classe venga postetdocul concetto di
risoluzione di un‘equazione in un insieciee & propedeutico al concetto
di equazioni equivalenti. Infatti, come & noto,s&sno equazioni che
sono equivalenti in un certo insieme, ma non lasarun altro.

E' interessante evidenziare, in un tentativo dacficazione evaso da
pressoche tutti i testi consultati, I'esistenzandiemi numerici connessi
con un'equazione, con valenze profondamente diverse




a) un insieme in cui ha senso scrivere I'equaziamesko si scelgono i
coefficienti e le operazioni che consentono div&e I'equazione. Deve
possedere la relazione di uguaglianza.

b) l'insieme delle soluzioni

C) un insieme in cui pud essere richiesto di "rismvdéequazione"”
intendendo con questa espressione confrontare sxm lensieme delle
soluzioni.

d) un insieme in cui si costruisce un algoritmo cbesenta di scrivere la
forma generale della soluzione. Questo &,in ge@eaftheno un gruppo.
E' necessario che l'insegnante abbia ben presesttagdistinzione per
evitare fraintendimenti sul piano didattico, analmeelazione al fatto che
il linguaggio adottato dai libri di testo , comeésdetto, non & univoco e
talvolta contraddittorio o ambiguo.

A chiarimento di questa affermazione si riportalomai esempi:
L'equazione x +1/2 = 3/2 e scritta inQ. Essa perd puod essere risolta in
N, nel senso del punt).

E' sensato dare I'equazione.2-2=0 in Q, anche se le soluzioni non
appartengono &).

In alcuni testi "risolvi I'equazione ing significa "trova le soluzioni
dell'equazione e stabilisci se esse appartengoy'a(cfr.c)), in altri
casi significa "trova le soluzioni svolgendo le opgoni necessarie in
Zg" (cfr.d)). Allora "risolvi I'equazione 2x = 0 in Zg" con la prima
interpretazione ha come risposta che x=0 e x=3 s@wuzioni
dell'equazione assegnata, che, come e noto, noregsgre risolta iZg

in base alla seconda interpretazione, perché 2isdire dello 0, non ha
inverso.

Definizione di equazione impossibile
Un'equazione si dice impossibile in un insiemaeéAnessun elemento di
A é soluzione dell'equazione stessa.

Definizione di equazione indeterminata.
Un'equazione si dice indeterminata in un insiemeseA ha infinite
soluzioni in A.

Definizione di identita
Anche per il termine "identita" riportiamo alcunesgibili definizioni.



1) Un'equazione. si dice identitd in un insiemesd & verificata per
gualsiasi elemento di A sostituito alle variabésclusi, al piu, quegli
elementi che fanno perdere di significato all'idt@ndata.

Questa definizione comprende cosi anche le cosidéitlentita
condizionate".

Esempio: (Ix + 1)(1/x '1)=1/x2 -1 & un'identitd per ogni valore
attribuito alla x diverso da 0, valore che fa perelai significato alle
espressioni scritte nei due membri.

2)Un'identita € una tautologia.

3)L'uguaglianza %)=g(x) € un'identita in un insieme A se e verificata per
ogni x di A.

E' interessante osservare che esistono equaziensao identita in un
certo insieme ma non lo sono in un altxd:+ 1 = & + 1)2 & un‘identita
inZo, non lo e inZ.

Se l'identita ha infinite soluzioni & ueguazione indeterminata

| termini equazione indeterminata e identita novode essere confusi:
infatti identita ha il significato sopra riportatonentre il termine
equazione indeterminata fa riferimento all'esiséetizinfinite soluzioni.
Pertanto in un insieme finito non esistono equaziodeterminate: es.
2x+x=3x in Zg € un'identita, ma non un'equazione indetermirmatmtre
ad esempio itN € un'identita e un‘equazione indeterminata.

In un insieme infinito tutte le identitd sono egoaz indeterminate;
inoltre esistono equazioni indeterminate che nonosalentita: ad
esempio, riferendosi a equazioni in due incogmitg=5 in Z , verificata
per infinite coppie di valori, ma non per tutte.

Alcune osservazioni didattiche sulle equazioni isgbili e
indeterminate verranno riportate in un paragraftcessivo.

Definizione di equazioni equivalenti

Due equazioni si dicono equivalenti in un insiemséAi due insiemi di
soluzioniS'p e S" p coincidono.

Esempio:  + 3 =0 e 2 + 5 =0 sono equivalenti iN, non lo sono irR.
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METODI DI RISOLUZIONE

Per quanto riguarda il procedimento risolutivo eekquazioni, si
consiglia di sottolinearne sempre il significataiatpnque equazione
ridotta nella forma del tipcax=b pud essere interpretata come una
domanda "qual & quel numero che moltiplicatogeéab?"

La seguente attivita pud essere strutturata in mioderattivo, per
esempio come schede da completare, e corredatsedzize analoghi di
rinforzo. E' molto importante in questa prima faséfermarsi a lungo sui
procedimenti, affinché i ragazzi acquistino consapezza delle
operazioni che svolgono. Diverse esperienze hanwostrato che i
ragazzi tendono a meccanizzare i procedimenti, gnelohe di vista il
significato, ed incorrono in banali errori, a quadue livello scolastico,
nella risoluzione, per esempio, di semplici equaizi| tipo X=0.

1) Metodo degli operatori inversi.

Si consideri, a titolo di esempio, I'equazionex 13 =25. Le operazioni
svolte al primo membro possono essere schematizaatBuso di frecce,
che consentono di individuare agevolmente il "pe@anverso”, non
appena a ciascun operatore si sostituisca quelierso (+k/-k ,K/:k).
Applicando tali operatori al secondo membro si geialla soluzione:

x O S 11x 0P 11x+ 3

2 [0 22 O% 25

2) Metodo "algebrico"

E' abbastanza usuale, nell'iconografia tradizignptere l'analogia tra
I'equazione, come uguaglianza tra due quantitaagebilancia a due piatti
in equilibrio.

L'equilibrio si mantiene se:

- si aggiunge la stessa quantita su ogni piatttoglie la stessa quantita
da ogni piatto ( 1° principio di equivalenza);

- si raddoppia, si triplica, si dimezza, ... la otitéd che € su ciascun
piatto ( 2° principio di equivalenza).

11



11x+3 25
S — S —

Applicando questi due principi all'equazione
1¥+3=25

si trova il valore di x per via algebrica
1¥+3-3=25-3
1x=22
1x/11=22/11
X=2

3) Metodo grafico

Questo metodo, che potrebbe essere proposto ifasgasuccessiva,
mette in collegamento le equazioni con il capitdlmzioni”, dato come
prerequisito.

Data l'equazione X2+3= 17, si considera la funzion - y=2x + 3 di
Ccui si costruisce la tabella per alcuni valordp.es. con i numeri interi
da 0 a 5) e il grafico. La soluzione graficamentdr@vata come
controimmagine di 17 o come intersezione delleretPx+3 ey=17.
Questo tipo di approccio presenta alcune difficoliaquindi richiede
maggiori cautele se lo si utilizza per l'effettidgterminazione della
soluzione, ma risulta particolarmente efficace lpetvisualizzazione" e
approssimazione della stessa.

E' importante che gli esercizi proposti durante g$wvolgimento
dell'itinerario didattico siano non ripetitivi, éwio il piu possibile calcoli
complicati e siano studiati in modo da far riflettei ragazzi sul
significato dei vari concetti, applicando i progednti con
consapevolezza, comprendendo la doppia valenza lidgbaggio
algebrico come traduzione stenografica di unaegjratrisolutiva e come
espressione sintetica su cui operare per traroenazioni.

12



| PRINCIPI DI EQUIVALENZA.

Fra i diversi metodi risolutivi, poniamo in padlare I'accento sui
"principi di equivalenza”, poiché permettono dicae la soluzione di
una qualsiasi equazione di primo grado, ricavandaliee ad essa
equivalenti, fino a trovare un’equazione la cuiugabne sia evidente. Il
nostro primo obiettivo & appunto quello di far cai ragazzi che, se da
un’equazione se ne ricava un’'altra , tramite apglene dei principi di
equivalenza, allora ogmx che soddisfa la prima equazione soddisfa
anche la seconda e viceversa, cioé linsieme dedlezioni rimane
sempre lo stesso. Questo non € poi un fatto cosl®apoiché esistono
anche operazioni, come elevare al quadrato entramigimbri, per cui
questo processo di trasformazione non e "reveesibibd esempio=3
non & equivalente ®° = 9, perché quest'ultima ha come soluzioni 3 e -
3.

E’ poi anche importante che lo studente si renddocdi come vengono
applicati tali principi durante la risoluzione dn’quazione, evitando
che egli “trasporti” a primo e a secondo membrozaeconoscerne |l
motivo.

Si e percid pensato di fare scoprire e quindi tB fnunciare i principi di
equivalenza dai ragazzi, attraverso attivita g@idat questo scopo ci e
sembrato utile lo strumento "tabella" usato anchd esempio, dal testo
di E. Gallo. L'attivita consiste nel consideraréeguazione, eseguire le
operazioni indicate a primo e a secondo membroomrantare le
soluzioni della nuova equazione , trovate per tamtacon quelle
dell'equazione di partenza. Presentiamo qui dugegun esempio di
scheda di lavoro, che puo essere utilizzata it in classe.

Da qui in poi, salvo avviso contrario, supponiamoygerare irR.

Completa la seguente tabella trovando le soluziorR delle equazioni
date; trasformale eseguendo in entrambi i memboiderazioni indicate,
come viene suggerito dall’esempio, e confrontaolezgoni delle nuove
equazioni, con quelle dell’equazione di partenza.

operazioni equazione soluzioni equazione soluzioni
x-2=0 {2} 3x=1 | ...
aggiungi 2 X-242=2;x=2 | {2} | | i | e
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moltiplica per 1/3

moltiplica per 0

eleva al quadrato

Si presenta poi una tabella analoga a questa, dewgono fatte
operazioni con espressioni contenenti I'incognitgpolinomi che si
annullano per un certo valore xio che non si annullano mai o frazioni
algebriche) per indurre il ragazzo a enunciareingypi di equivalenza
“per gradi” e a osservare che:

1) la quantita per cui si devono moltiplicare ambamembri di
un’equazione deve essere diversa da O;

2) se questa quantita € un polinomio , non si devtaggiungere
soluzioni” , cioe il polinomio non si deve annuélanR. (es.:x=2 non &
equivalente &(x-1)=2(x-1) ma & equivalentexe(3* +1) = 2(x* + 1) );

3) non bisogna aggiungere una quantitd che perdsigdificato per

1 1
gualche x (esx=0 non e equivalente & +; = ; ).

Anche se € nostra opinione che l'insegnante delbare disposto ad
accettare qualsiasi formulazione dei principi diigglenza, purché senza
errori, proponiamo solamente a titolo di esempioetiunciati corretti, i
seguenti:

1) Se ai due membri di un’equazione f(x)=g(x) si aggel lo stesso
numero reale o lo stesso polinomio h(x) o la stesspressione fratta
p(x)/q(x) che non perde di significato per qualcke si ottiene
un’equazione equivalente alla data.

2) Se si moltiplicano o si dividono i due membri di'equazione
f(x)=g(x) per lo stesso numero diverso da 0, o lpestesso polinomio
h(x), che non si annulla mai , si ottiene un’eqoagi equivalente alla
data.

Nell'enunciato del primo principio sarebbe suffitie fare riferimento
alla solaespressione fratta p(x)/q@ghe include polinomi e numeri reali,
ma si & scelta una formulazione piu dettagliatanpeggiore chiarezza.
Nell’enunciare il secondo principio, invece dellarrulazione estesa
moltiplicando per una frazione algebrica che norashulla e che non

BN

perde di significato..., si e preferita la formulazione piu “snella”
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moltiplicando o dividendo per un polinomio che rmrmnnulla.., senza
che si debba escludere I'altra.

Un altro strumento per illustrare e visualizzamincipi di equivalenza
puo essere l'uso delle frecce, qualora i ragazbisaio familiaritd con
tale strumento. Per risolvere un’equazione del éipeb=c, si parte da,

si moltiplica pera, si aggiungeb e si ottiene un risultato da cui,
eseguendo le operazioni inverse, si risakecame si vede nello schema
seguente:

(1) (ax)/aLf0 alx+ b- b0 dlx b
1 1 1
x OFf- alk Off- alx+b

1 1 1
) (c-b/aLfd c-b L0 c

Le (1) sono le operazioni che vengono fatte al primnembro
dell'equazione, mentre le (2) vengono fatte al asdoomembro. Quindi ,
osservando il diagramma, si passa a scrivere lazaou equivalenti alla
prima equazione

ax+b=c

ax+b-b=c-b

axc-b

ax_c-b

a a
e vengono enunciati i due principi di equivalenza.

Quest'ultima attivitd non permette di arrivare aumciati precisi dei

principi di equivalenza, poiché l'uso delle frecdlestra solamente le
prime parti degli enunciati (cioé quelle relativdeaoperazioni con

costanti numeriche).

Non pensiamo pero di introdurre in classe, spe@atmin questa fase
iniziale, dimostrazioni vere e proprie dei princgbiequivalenza, perché
in questo momento dell'itinerario didattico la nasattenzione é rivolta
verso altri obiettivi.
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Proponiamo ugualmente qui di seguito un esempndostrazione dei
due principi di equivalenza.

Sia

3 fO)>9(

un’equazione con a soluzione (unicaBia k(x) una espressione
polinomiale o fratta che non perda di significaterpqualche x.
Sommando ad ambo i membri k(x) si ottiene

(4) fO)+k()=g(x)+KIx

Per verificare se a €& soluzione, bisogna verificarehe
f(a)+k(a)=g(a)+k(a); ma questo é vero essendo gentesi f(a)=g(a). La
(4) non ha altre soluzioni perché se&dfosse soluzione, essa sarebbe
anche soluzione della (3) che puo essere otteraita (#) aggiungendo
ad ambo i membri -k(x).

Abbiamo cosi dimostrato il primo principio di egalenza.

Per dimostrare il secondo,con riferimento all'eniatc nella
formulazione estesa, sia q(x) una frazione algebcice non si annulla e
che non perde di significato nel dominio dell'egoae (3).
Moltiplicando ambo i membri della (3) si ottiene:

®) a()f(x)=a(x)g(x)

da cui, applicando il primo principio di equivalemz raccogliendo il
fattore q(x), si ottiene q(x)(f(x)-g(x))=0. Siccome® soluzione della (3),
f(a)-g(a)=0 e dunque qg(a)(f(a)-g(a))=0, percio abbio dimostrato che a
e anche soluzione della (5). La (5) non haea#toluzioni, perché, se c
Za fosse un’altra soluzione, allora q(c)(f(dep=0 e siccome q(e)
0 sara f(c)-g(c)=0, per cui ¢ €& un’altra soluziorgell'equazione
f(x)=g(x), che é assurdo.

E’ bene fare anche notare, attraverso qualche msesignificativo,
come, a volte, sia piu conveniente risolvere urezipne “a occhio”,
semplicemente sfruttando la definizione di solugiow facendo
considerazioni di altro tipo, invece di applicanerincipi di equivalenza.
In alcuni casi la sola verbalizzazione relativauglliaglianza, cioé la sua
interpretazione, ne suggerisce la soluzione.

A tale scopo possono essere proposti eserciziptel t

1 L’ipotesi di unicita non & essenziale: si pud angkneralizzare dicendo “siano
a,,a,,...,8, le soluzioni dell'equazione”
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“ Trova le soluzioni irR delle seguenti equazioni senza trasformarle in
equazioni equivalenti:

x=x+1; 3x=0; 3X=2X;
(X+1)?% =1+ 2x+ X*;  3x+1=3K+2;"

2x+1_1 ~ x+1_3
3Xx+4 4 ' x+5 7 °

EQUAZIONI IMPOSSIBILI E INDETERMINATE.

E' noto a tutti gli insegnanti che si riscontra magazzi un certo
disorientamento quando, a partire da un’equazassegnata, Si trova
una relazione (vera o falsa) in cui non comparelai¥. Nel caso di
relazioni false, come ad esempio 4=7 ovvero 0£3jmportante che
I'insegnante inviti lo studente a meditare sul pérd’equazione non
ammette soluzione, evitando che egli scriva “imjimes senza rendersi
conto di nulla, magari neppure del significato @eimine. Per esempio si
puo osservare che & stato fatto un ragionamemtagseirdo: se esistesse
unx per cui 'equazione di partenza e vera allorayrelobero essere vere
per lo stessax tutte le uguaglianze scritte applicando i princgi
equivalenza in particolare anche [l'ultima, che @weé una
contraddizione (0=3). Ancora piu semplice e inveagionare sulla
scrittura 0=3 guardandola come=@ e osservando che non esiste nessun
numero che moltiplicato per 0 dia 3. Una considerszanaloga a quest’
ultima puo ovviamente essere fatta sulla scritt8+8, ovvero 0=0
(riguardandola non come identita ma come equaziantcolare @=0),
per concludere, osservando anche che tutte le iequascritte sono
equivalenti, che una equazione e indeterminataud®éando invece 0=0
come identita, ci si puo convincere che I'equazidingartenza & una
identita (percio vera per ogr) facendo ripercorrere il cammino opposto
a partire da 0=0, cioe risalendo da 0=0 a idemt#&ia piu “complicate”
(come per esempiax2x=3-3) e da queste, grazie all'uso dei principi di
equivalenza, all’equazione iniziale. Queste semplasservazioni
possono ridurre quei tipici errori che tutti nohosciamo.

Tornando a quanto detto nei paragrafi precedenfirgposito della
risolubilita in un insieme, si puo parlare di egioai impossibili in un
certo insieme A. Abbiamo infatti visto esempi duagioni impossibili in
un certo insieme, ma risolubili in un altro insieme
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Gli esercizi che seguono, sono esempi di probldmi servono per far
riflettere il ragazzo sull'importanza di risolvengn’equazione in un
determinato insieme.

In alcuni casi essi danno luogo a equazioni impdgsn un insieme
numerico particolare che non & necessarianente

ES.1) E' data la funzione dd in N definita da fK)=2x+3. Trova, se
esiste, la controimmagine di 4. Prova a risolv&selrcizio in pit modi
(graficamente, con le funzioni inverse, ecc.). Falimza il problema con
un’equazione e risolvila.

ES.2) Risolvi il problema precedente con la fungidrdefinita daQ in
Q.

ES.3) Trova due numeri dispari consecutivi che basomma 22.

ES.4) Trova due numeri pari consecutivi che hammonsa 24.

ES.5) Modifica i risultati delle somme degli eser@) e 4) per rendere i
problemi possibili e prova a generalizzare (qualineri sono somma di
due dispari/pari consecutivi?).

. , . . a+1l
ES.6) Dire per quali valori dia le frazioni a— e sono

+1  a+2
equivalenti.
ES.7) Stabilisci per quale valore Kiil polinomio x* +2kx+2k &
divisibile perx +1.

Per quanto riguarda le equazioni indeterminateiaatd gia fatto alcune
osservazioni sul significato dei termini “indetenaia” e “identita”.
Abbiamo visto, in particolare, identita in insiefimiti che hanno come
soluzioni tutti glin elementi dell'insieme, o equazioni in altri insie
finiti (come in Zg) che non sono identita, ma che hanno piu di una
soluzione. E’ possibile, allora, che di fronte a&repi di questo tipo,
qualche ragazzo pensi erroneamente che anclie ppssano esistere,
escluse le identita, equazioni di primo grado pandi una soluzione. E'
bene allora fare osservare che ogni equaziondrdoggrado che non sia
un’identita, ha al piu una sola soluzioneRn Questo fatto pud anche
essere dimostrato utilizzando la legge di annulfgmelel prodotto, e
riteniamo che questa sia una dimostrazione algelhe, preferibilmente
al termine del percorso didattico e con qualche geumento
dell'insegnante, possa essere proposta in classe.
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(Dimostrazione. Tutte le equazioni di primo grado possono essere
scritte nella forma ax=b. Se a=0, siccome per igot@x=b non & una
identita, allora I'equazione non ha soluzione. S®,asiano u e y due
soluzioni ; allora au=b e ay=b; sottraendo membroneembro queste
due relazioni e raccogliendo a si ottiene a(a@y)vale a dire, per la
legge di annullamento del prodotto (essendd)au-y=0, da cui u=y.

Si puo a questo punto completare la dimostraziaserfdo osservare ai
ragazzi che dimostrare 'unicita di un oggetto narol dire provare che
guesto esiste; I'esistenza della soluzion®ifo in un campo), se a € non
nullo, € pero ovvia: basta scegliere x=bfa).

PARTICOLARI EQUAZIONI DI GRADO SUPERIORE AL
PRIMO RICONDUCIBILI A EQUAZIONI LINEARI.

Riteniamo opportuno anticipare alla trattazione ledelequazioni
frazionarie, una lezione specifica sulle equazidingrado superiore al
primo e fattorizzabili, allo scopo di indurre i emyi a riflettere piu
approfonditamente su alcuni procedimenti risolutlie, troppo spesso,
tendono a diventare meccanici e “inconsapevolimecad esempio la
"discussione del denominatore” nelle equazioniidrearie. E’ noto
infatti che se un’equazione é riconducibile allaria P§&)=0, con PX)
polinomio di grado n e fattorizzabile in fattoririducibili in R, &
possibile determinare le soluzioni dell’equazionedrante applicazione
della legge di annullamento del prodotto.

Supponiamo che il polinomio B(sia scomponibile in n fattori in modo
tale cheP(x) = p,(X) [p,(X)L.....[p,(X). Per la legge di annullamento
del prodotto inR, un prodotto € uguale a zero se e solo se almenalei
fattori € uguale a zero. Quindi ponend@x) = 0, si trovano tutte e
sole le soluzioni di Bj=0.

Ad esempio per risolvere l'equaziong’ —4 =0, si fattorizza il
polinomio e I'equazione diventdx + 2)(x — 2) = 0, quindi per la legge
di annullamentox+2=0 o0x-2=0, da cuix=-2 0 x=2. E’' bene, in questa
fase, scegliere esempi opportuni e non prematpecialmente se tra i

2 Da notare che per dimostrare l'unicita della sohe basterebbe lipotesi
"dominio di integrita", mentre per provare l'esista € necessario che l'insieme
numerico sia ucampo
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fattori di P&) compaiono polinomi irriducibili di grado super@ral
primo: € infatti semplice osservare che non es@staoluzioni di
equazioni del tipo<2 +k =0, conk>0, mentre & meno immediato trarre
le stesse conclusioni per altri tipi di equaziorsecondo grado.

EQUAZIONI RAZIONALI FRATTE .

Dal confronto all'interno del gruppo & emerso clsel)l’argomento
“equazioni fratte”, molti ragazzi trovano diffidal nella “discussione”
dei denominatori: alcune volte viene dimenticatéreavolte viene
solamente impostata o svolta in modo errato. Asciaggiunge che non
tutti  coloro che riescono a portare a terminelikcussione in modo
corretto, si rendono conto di cid che stanno faoeaddel perché lo
fanno. Abbiamo allora pensato di mettere in evidenpunti salienti che
linsegnante dovrebbe sottolineare sull'argomer@oello che diremo
sara anche un’occasione per esaminare |'applicaziah certe
equivalenze logiche fra proposizioni, e quindi pedere la logica come
argomento trasversale e non a sé stante.
E’ noto che ha senso cercare le soluzioni di wrég@ne razionale
fratta nel suo dominio, cioé nell’insieme di tutthumeri reali che non
annullano i denominatori dell'’equazione fratta.pHimo problema é
dunque quello della ricerca del dominio. Supponiamgoler risolvere
la seguente equazione:

X 2 3X+2

© -1 x+1 x—-x

Siccome il m.c.m. dei denominatori ¥x-1)(x+1), posto questo diverso
da O si ottienexz0, x£1, x£-1 e quindi le soluzioni della suddetta
equazione vanno ricercate nel domibie= R-{-1;0;1}. A tal proposito,
se 'alunno decide di procedere in questo modereelfare notare che la
scelta di porre subito il m.c.m. diverso da 0, ekéa inutili calcoli in
piu, é lecita poiché le frazioni algebriche che pomgono la (6) hanno
significato se e solo se i loro rispettivi denontama ((x-1)(x+1) , x+1 ,
X(x-1)) sono non nulli e quindi se e soloilseprodotto x(x-
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1)(x+1) & non nullo;3 da questo poi si ricava che ogni singolo fattore
deve essere diverso da 0, persi®0, x#1, x#-1. Queste semplici
osservazioni si basano sull’applicazione della éegthe ci € piaciuto
chiamare a scopo didattico, dion annullamento del prodotto: “Il
prodotto di due numeri reali € non nullo se e s@dutti i suoi fattori
sono non nulli (@#0 se e solo se#@ e B0)". E' compito
dellinsegnante far notare che questa e una forziarie del tutto
equivalente alla piu familiare, anche per i ragaezjge di annullamento
del prodotto inR: “Il prodotto di due numeri reali € nullo se e sae
almeno uno dei suoi fattori € nullo” &0 se e solo se a=0 o b=0).
Tale equivalenza puo essere anche dimostrataalaghi attraverso, per
esempio, I'esercizio seguente:

Esercizio E’' data la proposizione “ @#=0 se e solo se a=0 o b=0";
scrivine una equivalente completando : BHa0 se e solo
S

Questo esercizio puo offrire lo spunto, come abbianticipato, per
ricollegarsi alla logica. Infatti, se con Pdichiamo la proposizione
“alB=0", e con Q “a=0 o b=0", la legge di annullantedtl prodotto e
una proposizione del tipB se e solo s@ , e I'equivalenza fra le due
formulazioni e giustificata dal significato di dappimplicazione e
dall’'uso delle contronominali delle due implicazion

La proposizione "a=0 o b=0" viene negata utilizzanda delle leggi di
De Morgan.

Un’altra questione abbastanza delicata (sempréamdito della ricerca
del dominio), che crea difficolta soprattutto suhrp semantico, € la
risoluzione delle disuguaglianze, come per esem@x—3# 0. Si
suggerisce, per le prime volte, di scrivétg—3# 0 come non(2-3 =
0), cioé non(2=3), quindi nonX=3/2) e infine x #3/2. Questo per
mostrare che i passaggi fatti sono giustificafi'ulso dei principi di

3 Onde evitare che semplificazioni avventate condacad accettare soluzioni
che, in realta, fanno perdere di significato alliagione di partenza (come

2
x -1
potrebbe succedere, ad esempio, per I’equaz'ro)1(‘reT=2, che non ha

soluzioni), si consiglia di fare il m.c.m e portedenominatore diverso da zero
prima di semplificare.
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equivalenza; si pensa cosi di evitare che l'alummoti a secondo
membro senza conoscerne il motivo.

Un secondo punto importante € I'applicazione cangap e corretta dei
principi di equivalenza.
Per risolvere un'equazione razionale fratta, sispos moltiplicare
entrambi i membri dell'uguaglianza per il m.c.m.denominatori.
Va osservato che in questo modo si ottiene unazempum equivalente a
quella assegnata nel suo dominio e non , ovviamentéutto R. Ad
esempio I'equazione

X—3 _ x+2

() x—1 X

e definita inD=R-{0;1}; applicando i principi di equivalenza si ottiene
l'equazione 2-2=0, che é equivalente a (7) [ ma non inR, dove ha
soluzionex=1.

E' necessario allora precisare I'enunciato deicjpindi equivalenza
richiedendo che i polinomi g\ e h§) (mantenendo le notazioni gia
usate) non si annullino nel dominio. Le equaziatémute una dall'altra
applicando i principi di equivalenza risultano ceguivalenti ( cioé con
le stesse soluzioni) nel dominio o0 in un suo so#i@me.

Su questo punto, nella gia ricordata varieta dnerati e definizioni, non
sempre abbiamo trovato la necessaria chiarezzéibmedi testo. Non
riteniamo tuttavia opportuno dare subito un enuoc@u completo dei
principi di equivalenza.

Concludiamo il paragrafo, presentando due propdstdefinizione di
equazione fratta. Non intendiamo soffermarci irsséasu questo punto,
ritenendo le osservazioni sopra esposte di maggiarportanza;
pensiamo invece che sia piu produttivo far riflettd’alunno, come
abbiamo fatto, sulla definizione e sul significdte@quazione.

Def.1Un' equazione razionale si dice fratta se nel dematore compare
I'incognita ; altrimenti si dice intera.

Def.2Date 2 funzioni razionali y=f(x) e y=g(x), di donin
rispettivamente A e B, di cui almeno una delle doa sia polinomiale,
si dice equazione fratta, inn®B, I'uguaglianza f(x)=g(x).
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EQUAZIONI LETTERALI.

L'ultimo punto che ci proponiamo di esaminare élquielle equazioni a
coefficienti letterali.

E' importante che la trattazione in classe delligaempni letterali non si
riduca all’applicazione di procedimenti meccaniche rischiano di far
perdere di vista il significato delle operazionedi compiono; riteniamo
invece che I'argomento possa offrire buoni spuati intetizzare tutto |l
lavoro svolto e riflettere su alcuni importanti cetti finora appresi dallo
studente (campo di esistenza, equazioni imposshitideterminate). A
tale scopo si consiglia una scelta oculata degrotd da proporre ai
ragazzi, evitando quelli eccessivamente compligetii calcoli o per il
numero dei parametri.

Come traccia per la discussione di una genericazgue letterale di

primo grado ridotta alla formax=Db, riteniamo utile la schematizzazione
in diagramma di flusso, presente in vari libri @t

sSi no

x=b/a

Si no

equazione equazione
indeterminat impossibile

che ha, come possibile sviluppo, la traduzione mgmmma per
risolvere un’equazione numerica di primo grado diglo ax=b,
collegandosi con le attivita svolte nell’ora di ¢mbtorio.La codifica di
tale programma é facile da far scrivere ai ragazzisi sono affrontate le
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strutture fondamentali della programmazione, adhes®inTurbo-Pascal
0 in Q-Basic.

Abbiamo pensato infine di raccogliere una seri@sBmpi significativi

da proporre in classe, non per fare una classiioez ma per smitizzare
il problema della cosiddetta "discussione" che 80 pidurre a una
riflessione sul procedimento e sul risultato.

Negli esercizi che seguono, supponiamo che l'intagsia sempre x; a
questo proposito & utile invitare gli studenti #ettere, formulando

opportuni esempi (tratti anche da contesti divezsine la fisica), sul
fatto che, quando in un’equazione compaiono pidedef € bene
specificare quale fra esse rappresenta l'incognig;altre vanno

considerate come costanti numeriche.

Raccolta di esempi:
a) Coefficiente dellincognita numerico (nei due casgguenti c'e
soluzione qualunque sia k):

es.1 3x =7k

es.2 X+k=3
b) Coefficiente dell'incognita parametrico

1) Equazioni con un solo parametro:

es.3 5x-kx-1=0

es.4 (k*+1)x=1 (si noti che anche in questo caso c'e
soluzione qualunque sia k).

es.5 k®x+3kx—k =0

es.6 (equazione contenente un parametro al denominatenentuale
discussione deve tenere conto delle condizioni sistenza del
denominatore)

X Db+1 x-b

b+l  1-b’ b+1

X_

: I . b+1 L .
(risolvendola si ottiene la squ2|on)e:—1 ; non e qui necessario

stabilire se per b+1 I'equazione & impossibile o indeterminata, perche
per le condizioni di esistenza, si h&#i).
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2-a
— +
a(a-1)

2) Equazioni con due parametri:

es.8 ax=5+b (parametri indipendenti)

es.9 abx=a

es.10 (a®-b’)x=a-b
¢) Equazioni frazionarie: la discussione richiede aadhconfronto dei
valori del parametro con il campo di esistenza’'dgliazione:

X+2a
x-3

. . 3-2a
(la soluzione ex=T , ricordando che x deve appartenere al

es.7 x(a-1) = X

es.11

dominio e quindi deve esserg3x si ottiene per a la condizionez&/2).
h h-1 h+1

x2-1 x+1 x-1
h h-1_h+1
x2-h?® x+h x-h

es.1?

es.13

Il lettore pud facilmente comprendere i criteri ctiehanno orientato
nella scelta degli esempi: si tratta di eserciziddficoltd crescente,
tuttavia non complicati da inutili calcoli e finahati a presentare
situazioni diverse fra loro ma tutte riconducilfdciimente allo schema
iniziale, con la necessaria attenzione alle condiztventualmente poste
nello svolgimento dei passaggi algebrici.

OSSERVAZIONI CONCLUSIVE.

Le riflessioni contenute in queste pagine hannsentito agli insegnanti
del nostro gruppo di svolgere il tema equazionmido pit consapevole
e approfondito, con una scelta piu mirata di esempesercizi non di
routine.

Al termine dell'unitd didattica € stata propostdi afunni una prima
prova di verifica, elaborata e valutata collettivante dal gruppo.

| risultati di tale prova sono ora oggetto di studil'interno del gruppo
ed un ulteriore test & in preparazione. Gli esitstanzialmente positivi,
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devono essere infatti esaminati piu a fondo perrerandicazioni
significative sul processo di insegnamento - apgiraanto.

Il lavoro e stato svolto nell'ambito del contratt®.N.R., Universita di
Pavia, n° 93.00530.CTO1 dal titolo " Studio e spaentazione di
proposte didattiche innovative per la Scuola Secand".
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