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Da alcuni anni la ricerca in didattica della matéo@a a livello nazionale ed internazionale, ha
rivolto la propria attenzione ai problemi legatliasegnamento-apprendimento dell'algebra e al
passaggio dall'aritmetica intesa come operativeldambito di singoli insiemi numerici, all'algebra
intesa nella molteplicita delle sue funzioni (dintssi, generalizzazione, rappresentazione,
trasformazione, ...).

Le principali ricerche degli ultimi anni a livelloazionale sono state recentemente sintetizzate da
Bazzini, Gallo e Lemut in un articolo in Italian $&&arch in Mathematics Education 1988-95,
quaderno sulle ricerche italiane in didattica deflatematica presentato a ICME 8 (cfr. Bazzini-
Gallo-Lemut 1996).

Si tratta di ricerche teoriche, mirate alla cosowoe di un modello atto ad interpretare difficolta
ostacoli, errori (ad esempio quello proposto inaketlo-Bazzini-Chiappini,1994) e di ricerche piu
strettamente didattiche che analizzano difficok'apprendimento e nell'uso dell'algebra o che si
propongono di studiare le attivita intellettualiimoolte nell'acquisizione e nell'uso dei concetti
algebrici, anche in relazione al problem solvingpéB 1992, Chiappini-Lemut 1991, Gallo
1994,...).

Molte ricerche mettono in relazione i due momemprandimento-insegnamento e configurano
proposte di lavoro in classe o metodologie di w#ato su particolari problemi cognitivi (Gallo et
alii 1995, Gherpelli-Malara 1996; Reggiani 1994999).

Tali ricerche si collocano nel quadro piu ampio deimerosi studi internazionali. Fra questi
possiamo ricordare in particolare quelli dellar8faei quali viene messa in rilievo la duplicita
processo-oggetto delle espressioni algebriche dSf@91). Da qualche anno una serie di seminari
italo-francesi sulla didattica dell'algebra, denoati SFIDA (Séminaire Franco - Italien de
Didactique de I'Algebre) consente un confronto a unterazione fra le ricerche sul tema svolte in
questi due paesi.

Il problema della continuita nell'insegnamento mpeassaggio dalla scuola media alla scuola
secondaria superiore, affrontato in modo partieolda Malara (1994), coincide con il problema
della continuita nella formazione del pensiero big® e dunque non puo prescindere dalle ricerche
citate.

L'algebra nei programmi di scuola media e biennio
Per affrontare il problema della continuita di igmamento fra scuola media e biennio, € opportuno
partire da uno sguardo ai programmi dei due livaglblari relativamente ai temi in oggetto.



Gli elementi di aritmetica e algebra previsti daogrammi della scuola media inferiore sono
contenuti nei punti intitolati rispettivamente "iesi numerici®, "problemi ed equazioni”, "il
metodo delle coordinate”, "corrispondenze e analagrutturali”. Il termine "algebra” non vi
compare in modo esplicito, tuttavia si parla di€eizi di calcolo esatto e approssimato,
approssimazioni successive come avvio ai numeli,.reaindividuazione di dati e di variabili
significative in un problema, risoluzione mediamigorso a procedimenti diversi (diagramma di
flusso, impostazione e calcolo di espressioni atiche), lettura, scrittura, uso e trasformazione d
semplici formule, semplici equazioni e disequazioomeriche di primo grado”. Si tratta di un
programma ampio e articolato, commentato negkeraamenti per la lettura dei contenuti' in cui si
dice che nella risoluzione di problemi "si chiedl&abievo di farsi carico della traduzione in tem
matematici. Nelllambito di questo lavoro di tradum si trovera, tra l'altro, una motivazione
concreta per la costruzione delle espressioni atitime e per le relative convenzioni di scrittura”.
Piu avanti si trova l'invito a "evitare il calcdletterale avulso da riferimenti concreti”.
Nei programmi per il biennio della scuola secoraauperiore (proposta della commissione
Brocca, programma B) i temi "Insiemi numerici eccdd” e "Relazioni e funzioni” riprendono
aritmetica e algebra. Nell'elenco dei contenutspsao leggere:
“- Operazioni, ordinamento e loro proprieta negisiemi dei numeri naturali, dei numeri interi
relativi e dei numeri razionali.
- Valori approssimati e loro uso nei calcoli etartari. Introduzione intuitiva dei numeri reali.
Radicali quadratici ed operazioni elementari sesdi.

- Il linguaggio dell'algebra e il calcolo letttgaMonomi, polinomi, frazioni algebriche

- Equazioni e sistemi di primo e di secondo gr&zleequazioni di primo grado.”
Nel commento ai singoli temi, leggiamo inoltre:
“... La sicurezza nel calcolo si acquisisce gracheaite nell'arco del biennio...
Nel presentare argomenti tradizionali di algebrapportuno evitare di dare carattere di teoria ad
argomenti che si riducono a semplici artifizi datnire classificazioni e regole distinte in siticas
in cui valgono gli stessi principi generali”.
Analoghe osservazioni si trovano nelle "indicazididiattiche"
Risulta dunque evidente che nei programmi e preskntcontinuita a livello di contenuti (gli
elementi fondamentali sugli insiemi numerici somresi con l'intento di sistematizzare, riflettere,
approfondire) e soprattutto a livello di indicazididattiche e quindi di obiettivi e di metodi.
Sta dunque a chi opera nella scuola trovare i npmiché il processo di costruzione delle
conoscenze algebriche sia "continuo”, sottolineamdioesempio, nei diversi momenti, gli aspetti
significativi quali le differenti funzioni dell'akpra e aiutando cosi i ragazzi a costruire per gass
"pensiero algebrico”.

La costruzione del 'pensiero algebrico’
E' necessario prima di tutto chiarire che cosangisemo con questo termine. In Bazzini et alii, 1996
il pensiero algebrico € definito un “registro pappresentare e risolvere problemi”. Si tratta cibé



insegnare agli alunni ad utilizzare l'algebra comezzo di rappresentazione e di risoluzione di
problemi: per fare questo bisogna padroneggidgebaa e le sue regole, saperne dominare I'aspetto
di linguaggio formale.

Osserva giustamente Malara (1994):

"occorre insegnare a tradurre da un linguaggio adaliro (leggere-interpretare formule in
linguaggio algebrico e viceversa esprimere in fdemproposizioni del linguaggio ordinario) ed
insegnare ad esprimere le proprie idee nel nuawguéiggio (argomentare e dimostrare tramite
formule e loro trasformazioni algebriche)"

Si deve dunque cercare di costruire fra medie enidde(e forse partendo anche prima) un percorso
che abbia come obiettivo la costruzione del "pensaégebrico”.

La continuita consistera allora nel fatto che atirao diverse tappe di sviluppo, diverse modalita,
momenti forti, eventuali fratture cognitive, ripansenti, e cosi via Si persegua uno stesso olaettiv
La continuita sara dunque di tipo metodologicoemitendo con questo termine non tanto |l
complesso del comportamento didattico, ma l'attereagli aspetti e alle occasioni che consentano
di costruire un modo di pensare.

Nei paragrafi che seguono cerchero di metteresalta alcuni momenti che possono far parte di
questo percorso; per far questo mi serviro di eszéoni didattiche maturate nell'ambito delle
ricerche svolte con gli insegnanti di scuola mezdsuperiore del gruppo di Pavia e di spunti tratti
dalle ricerche di altri gruppi (cfr. bibliografia).

Algebra e aritmetica

La prima domanda che viene spontaneo porsi quanddfrenta il problema di costruire un
itinerario che aiuti i ragazzi a costruirsi la ceip@a di usare l'algebra come "strumento di pen$iero
e:

"Quando si comincia a ‘fare algebra'?"

E' noto che la tradizione didattica collocava B&iga in terza media, quando si affrontava lo studio
dei numeri relativi, delle equazioni e la manipadaz di espressioni simboliche.

Abbiamo gia visto che l'atteggiamento dei programdeila scuola media e invece completamente
diverso e del resto € ormai opinione diffusa chbdsi del pensiero algebrico si pongano fin dalla
scuola elementare, quando si comincia ad operareigeri.

E' chiaro che in questa fase l'attenzione dellf@usara completamente concentrata sul singolo
problema o sulla particolare operazione, la cuuzohe di per se presentera ostacoli ed avra
obiettivi al proprio interno, ma sara importantegorre fin dall'inizio attivita variate che portiro
riflettere non solo sul risultato ma sul procesdw facciano vedere l'uguaglianza non solo in senso
procedurale ma anche relazionale (ad esempio duk ancersi di scrivere lo stesso numero, cfr.
Bertolini et alii 1993, Cavallari et alii 1994), elavviino alla soluzione di semplici equazioni (a&c

se ovviamente non si usera il termine né si teeraamo metodi di soluzione).

Dunque si comincia a fare algebra quando si fenatica.

Quali gli spunti nella scuola media?



Non & mia intenzione, né sarebbe possibile, trexcia itinerario completo, né essere esaustiva.

Mi limitero a fornire qualche esempio che possa deridea del metodo di lavoro.

Le occasioni per fare pre-algebra alle medie soadate.

Gia quando si studiano i numeri naturali e le lproprieta € abituale evidenziare i sottoinsiemi dei
pari e dei dispari. E' abbastanza usuale inolttilgteare alcune proprieta relative ad esempio a
somme e prodotti di pari e dispari , consecutivios. (Cfr. ad esempio Chiappini-Lemut 1991,
Gherpelli-Malara 1996, Sibilla 1994).

In queste attivita che quasi tutti svolgono e dhegenerale, interessano i ragazzi si presentano
moltissime occasioni di avviare al pensiero algahrprima fra tutte la rappresentazione generale
del pari e del dispari. Ad essa si puo arrivareilifeante passando attraverso le consuete
rappresentazioni grafiche che aiutano anche a tioingee i risultati almeno per quel che riguarda le
somme.

Un problema successivo € quello di prendere iniderazione il problema della rappresentazione
di due numeri (pari o dispari) del tutto generRisulta, come osservato da molte ricerche, che non
e un passo immediato il rendersi conto della né&éedsricorrere a rappresentazioni che utilizzano
variabili diverse per non ricadere sempre in castigolari. Per convincere gli alunni sara utile
considerare sia proprieta che hanno validita gémentae proprieta che valgono ad esempio per
numeri dispari consecutivi e non per due numepatisqualunque (ad es. la somma e divisibile per
quattro) e confrontare rappresentazioni e verifidRisultera loro chiaro che una rappresentazione
scorretta puo far ritenere vere proprieta valide socasi particolari.

Si propone cosi il problema della scelta dellealali e delle rappresentazioni adeguate, problema
che puo essere allargato facendo vedere che aldwedi scritture diverse e corrette, pud non
consentire di leggere le stesse cose. Fra i numesesnpi ne citiamo due presentati in Malara
(1994, pag70) "se si considera la somma di un noirmen il suo quadrato difficilmente la semplice
lettura della formula n+hportera l'allievo ad arguire che in ogni caso slmma sara un numero
pari, ma trasformando la scrittura in n(n+1), quétna potra suggerirglielo immediatamente. ",
cosi pure la proprieta che il prodotto di tre nunoemsecutivi non nulli € uguale al cubo del
numero centrale meno questo stesso, si legge fatiérse si sceglie di rappresentare i numeri come
n-1, n, n+l (infatti (n-1)n(n+1)=f1)n=rB-n) mentre non & altrettanto immediata, anche se
ovviamente deducibile con adeguati passaggi, iselisiano i numeri con n, n+1, n+2.

Questi esempi ed altri analoghi, oltre ad avvialtusa corretto delle variabili, educano a
distinguere fra senso e denotazione di un'espressidendendo, come € noto, per denotazione
quello cui I'espressione si riferisce e per sehsonodo con cui l'oggetto € dato (Arzarello et alii
1994). Gli alunni comprendono cioé che una pluaalit espressioni con senso algebrico differente
possono denotare lo stesso oggetto e fornirci fpera possibilita di interpretazioni diverse. Cosi
4x+2 e 2(2x+1) hanno diverso senso ma uguale deno come pure due diverse equazioni che
hanno le stesse soluzioni (un caso che puo esgeressante € costituito da due equazioni senza
soluzioni in un insieme).



Gli esempi visti consentono anche di avviare itdiso sulla funzione di generalizzazione propria
del linguaggio algebrico, che puo essere osseavathe in numerose altre attivita di soluzione di
problemi, in cui, a partire dalla soluzione del acgsarticolare, € possibile portare i ragazzi,
attraverso la "messa in espressione" a congettuosservazioni sulle possibilita di soluzione
indipendente dai dati.

L’algebra come linguaggio

Fin qui si sono esposte questioni che riguardarforizione di rappresentazione, di trasformazione
e di generalizzazione del linguaggio algebrico.

Proprio per poter usare correttamente e con sizaréalgebra in situazioni problematiche é
ineludibile la precondizione di una adeguata coensa del linguaggio algebrico anche sul piano
sintattico: da questo punto di vista l'insegnamepprendimento dell'algebra € oggetto di
numerosi studi.

L'impatto iniziale con le regole formali dell'algabsi ha quando si cominciano a considerare
successioni di operazioni, ad esempio la sequemzaperazioni necessarie per risolvere un
problema: nel momento in cui gli alunni passand'etgressione verbale all'espressione scritta,
constatano la necessita di opportune regole. lmepfia queste sono la convenzionale precedenza
fra operazioni e il conseguente uso di parentesigenere gli studenti accettano abbastanza
facilmente queste convenzioni e le seguono corcarta facilita quando si tratta di eseguire calcoli
gia scritti. Diversa € la situazione in cui si taadli tradurre un testo in espressione o comudgue
inserire parentesi. Spesso si osserva che le parargistono nella mente dell'alunno, che esegue i
calcoli come se gueste ci fossero, ma non compaaha carta. Come € noto per ovviare a questo
problema possono essere utili esercizi di lettncaoiciata (decodifica di scritture elaborate da)alt

o esercizi di calcolo in cui si mettano a confroagpressioni uguali ma con diversa distribuzione
delle parentesi.

Un altro punto importante per far acquisire la padnza del linguaggio algebrico fin dall'inizio
della scuola media e quello di far tradurre daagtice all'altro la stessa espressione.

Una prima traduzione, come si € gia detto, e laipiportante, € quella dal linguaggio verbale a
quello algebrico e viceversa. Questa intervienéarsdluzione dei problemi, nella costruzione di
semplici dimostrazioni di proprieta aritmetichell'imderpretazione di formule.

Puo essere utile proporre anche il passaggio disdealgebrico ad altri codici.

E' importante, ad esempio, saper tradurre daltikggio delle frecce”, spesso usato per la codifica
delle operazioni e che risulta particolarmentecaffe ad esempio quando si tratta di invertire un
procedimento, al linguaggio algebrico. E' facilestcoire esempi in cui la codifica in linguaggio
algebrico di una espressione scritta nel "linguagdelle frecce" richiede [Iinserimento di
opportune parentesi e puo presentare qualcheatiffic



Un'altra occasione perché gli alunni si rendanotcalella necessita e della relativita al tempo
stesso delle convenzioni di scrittura e I'uso dlimguaggio di programmazione dove si incontrano,
in generale convenzioni parzialmente diverse el you rigide di quelle usualmente adottate in
algebra: ad esempio I'impossibilita di omettergedno di moltiplicazione, la scrittura della potenz
nella forma a™b, l'uso di una funzione al posto skgno di radice, la necessita di una maggiore
attenzione nell'uso delle parentesi nella scrittlirespressioni frazionarie,...

Analogamente € interessante e, qualche volta pseéreautile, scrivere un'espressione su una
calcolatrice tascabile che non abbia parentesneaispetti la gerarchia delle operazioni

Quando si propongono attivita che mettono l'accentite convenzioni di scrittura dell'algebra,
strettamente legate al codice usato, bisogna teezione ad alcuni fraintendimenti.

Infatti le convenzioni in tutta la matematica e hefjuaggio algebrico in particolare sono per noi
cosi usuali che spesso non poniamo la necess#giaziane alle difficoltd che queste possono
costituire per un alunno.

E' forse necessario chiarire, con linguaggio ade#ssche in una visione convenzionalistica della
matematica tutta la sua costruzione é basata golérelel gioco" che possono essere stabilite in
modo sostanzialmente "libero”, purché il sistema cle risulta rispetti alcune condizioni piu
generali (ad esempio sia non contraddittorio).

Tuttavia fra le regole del gioco ve ne sono alcdaecui dipende la particolare teoria e che, se
modificate, portano alla costruzione di un‘altrari@ altre che sono spesso soltanto regole di
scrittura 0 modi di operare che devono essere cartese accettate per "usare la stessa lingua” ma
la cui modifica non altera la teoria nel suo corapte

Uno studio da noi condotto su alunni di terza medidna convinto che il problema didattico
centrale e proprio quello di portare gli alunniistidguere fra diversi livelli di "regole del gioto
parlando di ambito aritmetico-algebrico, fra prepdi delle operazioni e regole di scrittura delle
stesse. Questa distinzione fra livelli diversi dneenzionalita non e agevole per gli alunni che
tendono a mettere tutte le regole sullo stessoopiaon essendo in grado di associare alle
trasformazioni I'adeguato "senso algebrico”.

Il nostro studio sul livello di conoscenza delleneenzioni del linguaggio algebrico in terza media
ha suggerito di effettuare discussioni in clasea,le quali si € cercato di aiutare i ragazzi aibta

una gerarchia fra le convenzioni e a capire megjtiane proprieta.

Mi sembra interessante citare |'affermazione dalumno:

"Non ho incontrato convenzioni che non sia riuseitoapire, anche se le ho capite con difficolta
infine le ho capite.". Questa frase che nell'inteme dell'alunno significava "ho faticato ad
orientarmi fra le 'regole' e le convenzioni maano riuscito”, fa trasparire il fatto meno positiv
che l'alunno in questione vede come convenzionat® tquello a cui non riesce a dare un
significato.



Uno dei momenti in cui la distinzione fra convemiali scrittura, definizioni, proprieta, regole

operative risulta particolarmente delicata e ladtrzione dei numeri relativi e delle operaziondsu

essi. Senza entrare in dettagli, per i quali rinamod ad esempio a Reggiani 1994b e 1995,

osserviamo che abitualmente si fanno accettare dagini, in un tempo abbastanza breve, diverse

convenzioni, in particolare:

0 la notazione usuale in base alla quale i numertiposi indicano con il segno + , i numeri
negativi con il segno -,

0 [l'utilizzo delle notazioni + e - anche per le opgomi di addizione e sottrazione,

la possibilita di omettere il segno + che indicaumero positivo,

O la possibilita di omettere anche il segno + chevidda l'operazione di addizione quando
precede un numero negativo.

Tra queste convenzioni la prima in genere € gia eaton pone problemi. | problemi insorgono con

|

le operazioni. Infatti i simboli + e - sono ovviante gia noti agli alunni anche come segni di
operazione (anche se con significato parzialmeiversb) e la novita consiste nell'usare lo stesso
simbolo con due significati algebrici diversi. Tauia in genere in una prima fase segno del numero
e segno di operazione rimangono due oggetti bdimtiliganto che a volte si usano anche simboli
diversi per indicarli.

Le difficolta si determinano quando, con le duémg convenzioni, segno del numero e segno di
operazione non risultano piu oggetti distinti @&i5-(+3)=5-3, ma anche 5+(-3)=5-3.

Sul piano teorico il problema si puo risolvere adrapio definendo soltanto le operazioni di somma
e di opposto e non, come spesso accade nella jplidssiica e come si € detto sopra, anche una
operazione di sottrazione (in questo modo la scatb-3 non ha significato se non come forma
convenzionalmente abbreviata di )(e dunque non é ambigua). Rimane comunque diffeo

per I'alunno muoversi in un ambiente in cui lo stesegno ha convenzionalmente due significati
diversi, a volte indistinguibili, non ben padron&dg

Problemi di convenzioni e di attribuzione di sigrati investono, come € noto, anche I'ambito

dell'introduzione del prodotto e della consegueat®la dei segni.

La giustificazione tramite la proprieta distribitive molto formale per la fascia d'eta in cui

abitualmente il prodotto fra relativi viene presd¢at(13-14 anni), ma risulta a nostro parere meno
problematica delle convenzioni inizialmente adetiar definire la cosiddetta "somma algebrica”.

Le difficolta incontrate dagli alunni nel fare praple convenzioni di scrittura dei numeri relativi
sono state evidenziate da insegnanti del nostyapgrdi ricerca tramite I'osservazione in classe.

In particolare si € notato che i ragazzi, eseguesetiaplici calcoli algebrici, anche quando svolgono
correttamente i conti operano a volte secondo umi@ssi inutiimente pesante e continuano a
trascrivere termini del tipo +(-6) o +(-3)x o anaaf(-3)(-x), mentre eseguono altri passaggi.

Si tratta di espressioni differenti sia sul piarmmmaettuale che sintattico, ci sembra tuttavia the i
comportamento degli alunni nel trattarle sia riaacidile a una resistenza ad accettare le usuali



convenzioni, che puo essere spiegata come incartenmtivata dalla necessita di vedere il numero
con il suo segno prima di operare su di esso.

Questo fatto, riscontrato in alunni "bravi" di dige classi, si perde quando l'operativita tende a
diventare di tipo meccanico, e il desiderio di capdi padroneggiare simboli e significati viene
sostituito dall’acquisizione delle cosiddette "rlegjo

Si pone dunque ancora una volta per l'insegnhanpeotblema della ricerca di un equilibrio fra
"meccanismi” e significati, di favorire cioé la mssaria acquisizione di alcuni automatismi,
mantenendo viva al tempo stesso la riflessioneusntg si sta facendo.

Ambienti diversi per I'approccio all'algebra

Abbiamo visto che il primo approccio all'algebraggello di un ampliamento dell'ambiente
dell'aritmetica e di una riflessione sulle sue pietp.

Tuttavia uno dei possibili modi per condurre glirati a un corretto uso dell'algebra € quello di
proporre l'uso di simboli e la manipolazione seshi in contesti diversi.

Si é gia osservato come l'uso di un linguaggi@rdigrammazione imponga l'apprendimento di
regole che spesso, almeno quando il linguaggioevigtilizzato per risolvere problemi di tipo
aritmetico-algebrico, sono analoghe a quelle dgdlara ma non necessariamente identiche. Il
contesto informatico € motivante per la presa dcmnmza delle convenzioni, in quanto i ragazzi si
trovano costretti a fornire al computer messaggifaati in base alle regole del gioco e trovano i
loro errori segnalati e penalizzati dal non coaétinzionamento del programma.

Il collegamento algebra-geometria € presente diia seuola media attraverso l'introduzione del
'metodo delle coordinate’ : proprio con lo stugiio ampio e approfondito della geometria analitica,
la geometria diventera per gli alunni nelle scusl@eriori un terreno privilegiato di applicazione
dell'algebra.

Anche da sola la geometria pu0 costituire un iissaete terreno di avvio al pensiero algebrico
quando ad esempio si lavora sul calcolo di areesramptri, in quanto mette a contatto con
I'elaborazione di formule: inoltre essa puo forniresupporto concreto che aiuti la visualizzazione
delle proprieta formali.

Attivita legate alla geometria sono usuali in gernedia quando si riflette sulle proprieta delle
operazioni e quando si introduce il calcolo leterka nostra ricerca si € posta invece il probleina
esplorare la capacita di manipolazione algebriparitanea” in problemi geometrici prima di tale
momento, a fine seconda media. Con il termine "spwo" si fa qui riferimento al fatto che gli
alunni, quando si propongono loro i problemi cheseljuito diremo, non sono ancora scolarizzati
rispetto all'algebra, anche se nella maggior patée casi hanno gia svolto attivita di
generalizzazione e di utilizzo di simboli e di fari®in contesti diversi.

Sono stati proposti ad alunni di seconda media,asl@@ano lavorato su perimetri e aree di figure
poligonali apprendendo le consuete formule, proble cui si richiedeva il calcolo di aree e



perimetri di figure in cui le misure dei lati erafarnite in forma letterale. Le informazioni a w@It
erano date verbalmente, altre volte dovevano essglatte dalla figura.

L'obiettivo era quello di vedere se gli alunnijtahti all'uso delle formule per il calcolo di aree
perimetri sanno utilizzare una lettera come datariproblema e inserirla correttamente nelle
formule note o utilizzarla direttamente per esegjugalcoli.

In subordine si voleva vedere se gli alunni, qualscrivano formule che potrebbero essere
semplificate attraverso gli abituali passaggi atgeblo fanno guidati dal contesto o no. La stessa
esigenza di trasformazione potrebbe venire dalroatd di formule diverse ottenute a partire da
differenti modi di vedere la figura. Tali trasform@ni non sono richieste e non ci si aspetta che
I'alunno di seconda le sappia eseguire, tuttaviagasere interessante osservare se spontaneamente
vengono effettuate, soprattutto per poterle utiez facendole emergere nella discussione in classe
Lo studio effettuato su 150 alunni ci ha portatoeattlenziare fra questi, in base alle soluzioni,
alcuni gruppi: una prima categoria e costituita gieegli alunni che trasformano il problema
assegnato in uno con dati numerici e risolvondoiid’ problema”. Un secondo gruppo e formato da
quei ragazzi che risolvono il problema utilizzardtiere ma inserendone anche altre oltre quelle
assegnate. Per questi alunni Ise2 la base, l'altezza deve essere indicata in ntbderso,
frequentemente com e nel trapezio le basi spesso vengono indicatd¢® by, mentre in genere
per l'altezza viene accettato il valore dato . @Quelpende forse anche dai dati dei problemi
assegnati in cui ad esempio una base del trapeaiBae| ragazzi hanno difficolta ad assegnare
questo valore ad una base in quanto il valore assegiene spesso inteso come "nome".

La maggior parte degli alunni comunque rispettactansegna e scrive le formule richieste
utilizzando le lettere assegnate, tuttavia le fdenprodotte presentano moltissimi errori: € chiaro
che tali errori devono essere certamente attrilalldi difficolta dell'uso delle lettere in quanigli
stessi problemi, assegnati con dati numerici nglésse classi e nello stesso periodo, vengono
risolti correttamente dalla quasi totalita degliradi.

Pochissimi sono invece i ragazzi che elaboranotapeamente le formule.

E' evidente che sara compito dell'insegnante fexdrconfronto fra i diversi metodi di soluzione e
far spiegare come mai le diverse espressioni, aeoon procedimenti geometricamente diversi
possono essere uguagliate, avviando cosi gli aklredlcolo letterale.

L'esame degli elaborati ha consentito anche dilifcraae ad esempio la difficolta di molti alunni
ad esprimere il fatto che un lato € il triplo dgdtfo quando uno e indicato con una lettera. Si e
osservato che gli alunni hanno incontrato mindifiatlta in quelle classi in cui nel primo anno si
era insistito con attivita di generalizzazione e dissimboli in contesto aritmetico.

Si e notato pero che, nonostante le difficolta gohtesto geometrico € comunque favorevole per
I'approccio all'algebra .

Infatti nelle stesse classi sono stati propostcoptempo dopo, problemi che portano esattamente
alle stesse formule risolutive dei precedentiaitit con un contesto di tipo aritmetico: questicson
risultati estremamente piu difficili per la maggjmarte degli alunni, probabilmente per la diffiéolt

di costruire un appoggio visivo alla decodifica thto.



Le equazioni

La nascita dell'algebra €, anche storicamentetdejep studio delle equazioni e alla loro soluzon
Dal punto di vista didattico le equazioni rappréaen un momento importante in quanto
costituiscono un valido strumento di soluzione dhhpemi, offrono la possibilita di far capire
I'importanza della funzione di trasformazione ‘dédlebra e di far riflettere sulle proprieta delle
operazioni e sull'uso delle variabili.

Limitiamo qui la nostra attenzione alle equazionpdmo grado: la loro collocazione nel normale
curriculum degli alunni € sia nella scuola media cfel biennio. Esse dunque rappresentano
un'ottima occasione di raccordo fra i due livetiokri.

| risultati dei test d'ingresso alla scuola superimettono in rilievo la difficolta da parte deglunni
nella risoluzione di semplici equazioni e nell'irsiene di formule, soprattutto per il prevalereldeg
aspetti di esecuzione meccanica in base a regpi@rate a memoria.

Abitualmente nella scuola media inferiore le eqaazvengono dapprima affrontate con strumenti
risolutivi grafici o verbali e solo verso la fineelth terza si propone una sistematizzazione che
spesso diventa stabilire "regole” per la risolueiofllla scuola media superiore si svolge in genere
una trattazione sistematica, collocata solitamaléefine del primo anno, anche se in molte scuole
il saper risolvere equazioni & subito necessanidepapplicazioni ad altre discipline.
Frequentemente i due modi di affrontare lo stessoatrimangono completamente scollegati al
punto che gli alunni non riconoscono nei problere aisolvono con equazioni quegli stessi
problemi che, negli anni precedenti, riuscivanasalvere, sebbene a volte con qualche difficolta,
con metodi intuitivi elementari. Inoltre, mentrenetodi intuitivi sono in genere applicati in modo
legato ai significati, la risoluzione delle equatidiventa spesso semplice meccanismo del tutto
scollegato rispetto al significato delle operazicmé si compiono.

E' dunque utile che l'insegnante di scuola superjaresenti le equazioni come uno strumento
efficace, ma non unico, per risolvere problemi,ovaki i metodi elementari di risoluzione,
stabilendo un collegamento con gli strumenti riseiwtilizzati alle medie (uso di frecce, tabelle,
diagrammi di flusso e altre rappresentazioni oppwtper favorire la padronanza dei significati) e
trovi gli esempi adeguati a “mettere in crisi” gtiemetodi quando non sono "comodi”. Nella
soluzione di un problema tramite un'equazionenigjliaggio algebrico deve essere visto con una
doppia valenza: come traduzione stenografica di stnategia risolutiva e come espressione
sintetica su cui operare per trarne informazioni.

Naturalmente € essenziale portare avanti anchaigdouti fondamentali sul piano teorico quali il
significato del termine uguaglianza, le ipotesil@egjuali € possibile operare trasformazioni su una
uguaglianza, le questioni relative ad esistenzai@ta della soluzione, il significato di terminugli
identita ed equazione indeterminata, ...

In particolare & importante condurre i ragazzi gesa risolvere un'equazione applicando
consapevolmenté'principi di equivalenza”.



Questa consapevolezza e a nostro parere l'obieintale di un possibile itinerario didattico sull
equazioni.

Devono risultare chiari agli alunni il significatbei principi di equivalenza, il loro ambito di
applicazione, e la distinzione fra equazioni egleinth e equazioni ottenute una dall'altra applieand
I principi di equivalenza.

E’ I'occasione per cercare di portare alla lucerobtemi legati al gia citato binomio senso-
denotazione e al concetto di uguaglianza.

Un altro punto centrale nello studio delle equazéii riconoscimento consapevole dei casi in cui
la soluzione non esiste, 0 non appartiene allimsieonsiderato, oppure ogni elemento dell'insieme
e soluzione dell'equazione, che dunque, se quasfmio, puo avere infinite soluzioni.

Si tratta cioé di dare significato ai termini egoaz impossibile, identita, equazione indeterminata
Le equazioni letterali, attraverso la necessatiscttssione sui coefficienti" possono infine offrice
spunto per sintetizzare tutto il lavoro svolto (&ovio et alii, 95)

La prima superiore: il momento della riflessione alella sistematizzazione

Con lo studio delle equazioni di primo grado siaamgvati "con continuita” a parlare di scuola
superiore. Come indicato dalle proposte di progrgnormai seguite in molte sedi in forma
sperimentale (abbiamo citato all'inizio i progranproposti dalla commissione Brocca, ma del tutto
analoghi sono quelli del Piano Nazionale per linfatica), nella scuola superiore gli insiemi
numerici, le operazioni in essi e le relative preg@r sono ripresi in forma piu sistematica. Inoltre
"....il docente deve programmare lo sviluppo dadsdrcalcolo letterale per abituare lo student all
corretta manipolazione di formule, sempre sosterddla comprensione delle procedure da
eseguire..."

La prima superiore puo essere dunque il momentouinl’alunno, riflettendo con una diversa
maturita su ‘cose gia fatte’ le comprende megkogéneralizza, le unifica, impara a chiamarle con
linguaggio piu appropriato. L'uso di variabili e laro manipolazione diventano allora uno
strumento indispensabile, che si apprende ad zdiezin modo piu consapevole acquisendo nel
contempo nuovi procedimenti e imparando a manipataovi oggetti matematici.

Fra gli argomenti che nel biennio di scuola superipossono contribuire all'acquisizione di una
buona padronanza del calcolo formale e al tempssgt@resentano la possibilita di mettere in
rilievo aspetti teorici interessanti accenniamaeadmpio alla scomposizione di polinomi in fattori,
eventualmente irriducibili.

Si tratta di un argomento che tradizionalmente &isnolto in tutte le scuole e viene spesso
considerato ‘difficile’. Infatti, come e noto, nogsiste per la fattorizzazione un algoritmo cosi
generale e immediato come per lo sviluppo, anmsdgnante deve mettere in evidenza con
opportuni esempi il carattere eccezionale delt@ffiaizabilita almeno per i polinomi in piu variabil
(Prodi-Villani 1982). Cio premesso, il tema puoessstrattato a vari livelli di approfondimento ed
in genere in effetti viene ripreso in diversi moreh livello minimo € il ‘raccoglimento a fattor
comune’, legato alla comprensione della proprigttildutiva del prodotto rispetto alla somma. |l



cosiddetto raccoglimento 'parziale’ presenta magdifiicolta non sul piano teorico ma su quello
operativo in quanto richiede di 'guardare’ I'esfice®e che si ha di fronte prima di operare o tentar
trasformazioni che, pur corrette, possono non podto scopo che ci si propone.

Si tratta di una occasione didatticamente impogtantquanto I'esercizio algebrico anche se di tipo
puramente sintattico richiede la scelta di un pdooento risolutivo anziché I'applicazione di una
regola. Accanto ai raccoglimenti & utile promuovéreonoscimento dei 'prodotti notevoli'.

Piu avanti, quando si tratta il problema dellaigibilita fra polinomi, € importante affrontare il
tema della riducibilita di un polinomio in Q[x] im R[x] e accennare all’esistenza di ‘criteri di
irriducibilita’.

E' essenziale che i ragazzi non vedano questoot@pithe pud essere ricco di spunti per dare
all'algebra una dimensione piu ampia di quellaatiesdi tecniche di calcolo, come insieme di
esercizi inutiimente complessi o, al contrario, darente ripetitivi, ma lo affrontino osservandone
le analogie con procedimenti appresi nellambito rdeneri interi, ne riconoscano I'utilita anche
allinterno del calcolo algebrico (ad esempio pemglificare espressioni razionali fratte) e lo
colleghino alla risoluzione di semplici problemalta dimostrazione di proprieta aritmetiche.
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