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CALCOLI ED ESPRESSIONI ;
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e Introdurre grafi di caleolo ed espres- strument per sviluppare o fattorizzare
siond, espressioni.

» Elabogare le nmﬁﬁm&on.m. » Definiré le potenze con esponente in-

tero positivo, negativo o nulle.

» Dimostrare le proprietd delle potenze
» Presentare | prodoti notevoli -quali introdotte nel capitolo.

« Definire i monomi ed i polinomt.

Costruzione delle espressioni

Nella lezione precedente abbiamo introdotio Pinsieme @ dei numeri razionali
relativi e le operazioni di addizione, di opposto, di moltiplicazione e di recipro-
ca. Queste operazioni verranno dette, dora in poi, operazioni algebricke: Capi-
1a molto spessa di svolgere calcoli complessi, che coinvolgono varie operazioni
algebriche. Per descrivere il modo con cui esse sono collegate fra loro, & oppor-
tund fare ancora ricorso ai grafi, ma con sigaificato completamente diverso da
quello assunto in altri punat del nostro itinerario matematico.

Pensiamo di avere a disposizione varie macchine che eseguono le singole
operazioni algebriche.

Le macchine delladdizione e della moltiplicazione hanno due canali d'ingres-
50 perché manipolano due numeri {che vengono detti, come si sa, addendi nel
caso dell'addizione, fattori nel case deila moltiplicazione). Le altre due macchine
hanno un solo canale d'ingresso perché manipolano un solo numerc. il canale
d'uscita, che porta il risultato, & sempre uno solo.

Notiamo che la macchina di opposto pud essere sostituita dalla macchina di
moltiplicazione per il numero fisso —1.

Yogliamo ad esempio costruire una macchina che ci fornisca 'area della figu-
ra qui disegnata, in cui sono indicate Je misure dei lati del contorno:

Evidentemente, basta sommare le aree dei due rettangoli di cvi essa & com-
_posta. Ii seguente grafo & di per sé espressivo:

Un grafo di questo tipo verri detto grafo di calcolo. Questi grafi, tuttavia, non
sono comodi da scrivere: si preferisce descrivere un certo cakolo mediante
un’espressione, cioé mediante una successione di segni scritti in fila, pressappo-
co come si fa nella scrittura ordinaria. Ad esempio, il risultato del calcolo ora de-
Scritte si pud compendiare con espressione:

(a-x)+(&-)

Le parentesi hanno un ruolo importante perché indicano le precedenze nel-
l'esecuzione delle operazioni. L'uso delle parentesi pud essere un po’ limitato



accettando questa convenzione: che il segno defla moltiplicazione - lega di pit
del segno di addizione +, ed anche del segno di sottrazione —, inteso natural-
mente come segno di addizione amz_on_uo.ﬁb Quindi, _mmﬁnmmm_oﬁ scritta sopra
si pud scrivere pii semplicemente cosi:

a-x+b-y

essendo sottinteso che le moltiplicazioni hanino la precedenza sull'addizione,
Anzi, spesso si abolisce anche il puntino con cui si indica la moltiplicazione:
in questo modo, la nostra espressione si pud scrivere:

ax -+ by 21

Naturalmente, it puntine non verrd abolito quando possono sorgere equivoci
nell'interpretazione: ad esempio, scriveremo 3 - 2= 6, e non 32 = 6.

Un'altra coavenzione riguarda il predotto di piil fattori uguali: come & noto, si
scrive: "

Fox-x X=X
n—poite

Il fatto che anche in matematica si fissino delle convenzioni non deve fare me-
raviglia: ogni linguaggio & basato su convenzioni e anche I'algebra &, in un cenc
senso, un linguaggio, Del resto, vedremo tra poco perché & ragionevole conve-
nire di dare la precedenza alla moltiplicazione sull’addizione, e non viceversa.

Come abbiamo viste, le formule sono un complesso di segni scritti su un'u-
nica fila: solo tenendo presente questa circostanza ha senso parlare, ad esempio,
della proprietd commutativa di una certa operazione; percid a4+ b e b+ anon
sono necessariamente uguali 2 priori, ma ha senso considerarii uguali per la pro-
prietd commutativa. Vediamo ancora un esempio di calcolo algebrico che con-
duce ad un'espressione. Un automobilista coinpie un percorso di Junghezza @
ad una velociti x e, successivamente, un percorso di lunghezza b ad una velo-
citd y. Qual & 1a velocitd media sull'intero percorso? Il tempo impiegato per com-

piere i primo percorso & m il ﬂvao impiegato per compiere il secondo percor-

soé W 1l tempo complessivo & - + b ; poiché la lunghezza complessiva & 2 + b,
Y

la velocitd media & data dal’ nmv_.m%_oum

22

NOTA Per esercizo, fare il grafo di calcolo: @ un po’ complicato, ma non difficile.

Eluborazione delle espressioni - Polinemi

Una volta scrita una certa espressione, comingia una fase molto interessante che
consiste nel trasformaria in modo che diventi piG semplice o, comunque, pii uti-
le per gli scopi che ci proponiamo. Ricordiame le nove proprietd delle operazio-
i algebriche che noi abbiamo esposto nel capitolo precedente: esse si traduco-
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0o in aftrettante refazioni di uguaglianza fra due espressioni. Naturalmente, an-
che per le espressioni, 0 & I'elemento neutro dell'addizione e 1 & I'elemento neu-
o della moliplicazione. Queste relazioni di ugnaglianza ci dicono che sosti-
tuendo le lettere con numeri qualsiasi si ottengono valori uguali nel primo e
nel secondo membro. Allora € possibile, con Maiuto di queste nove relazioni, tra-
sformare un'espressione in un'altra che assume lo stesso valore numerico, in
una qualsiasi sostituzione delle lettere con numeri razionali refativi ...

Vediamo alcuni esempi:
3-(2x+3y)=3-2x+3-3y=06x+9y

Qui abbiamo applicato la proprietd distributiva, ed anche la proprietd associa-
tiva della moltiplicazione, nel passaggio: 3-(2x)=(3-2)x =6x ¢ s@z,m_a,o
passaggio analogo.
a-(2x+3y)=a-2x+a-3y=2ax+ 3ay

Qui abbiamo applicato anche la proprietd commutativa della moltiplicazione.
3-(2x—-3y)=3 2%+ {-3y)] =3-22+3 - (-3} =6x -9y

Qui occorre riflettere che @+ (—¥) = —(a- b).

(@+28)(c+3d) =alc+3d)+2b(c+3d)=ac+a-3d +2bc+26-3d =
ac+3ad + 2bc + 6bd

Qui {a proprieti distributiva & stata applicata due volte, e sono state applicate
anche le proprietd associativa e commutativa,

Notiamo che in tuiti questi casi I'espressione finale risultz priva di parentesi:
infatti, la proprieta distributiva ci ha consentito di trasformare un'espressione co-
strujta con addizioni e moltiplicazioni in una formula che risuita somma di pro-
dotii, e che perci® si scrive senza parentesi, avendo noi convenuto che le molti-

plicaziond si eseguono per prime. Quindi risulta ragionevole questa convenzio-
ne, che ¢i consente di'scrivere 'espressione finale nel modo @E semplice pos-
E_Unm

Definiamo ora un insieme di espressioni pasticolarmente important, i polino-
mi, al quale appartengono l'espressione 2.1 e quelle studiate negli esempi 1, 2,
3,4,

Cominciamo 2 considerare le espressioni pill semplici possibili, costi-
tuite da un solo mumero razionale relativo, oppure da una sola lettera,
come 2, Ww x,9,z,b, ... Le espressionl di questo tipo si dicono atomi-
che. Ebbene, noi chiamiamo polinomi in ) le espressioni che si otten-
gono a partire dalle espressioni atomiche impiegando Ie sole opera-
zioni di addizione e di moluiplicazione (I'operazione di opposto ¢
antomaticamente inclusa perché si pud esprimere mediante fa oolt-
plicazione per —1; non & invece ammessa Poperazione di recipreco).
Le letiere che compaiono nell’espressione sono dette le eainemm del
Uo_wbo:ﬂo

E chiaro che, mediante successive applicazioni delia proprieti distri-

* butiva, dejla proprieti associativa e commutativa dell’'addizione e del-
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la moltiplicazione, il polinomio si pud scrivere come somma di pro-
dotti di un aumero razionale per alcune delle variabili (eventnalmen-
te ripetute ¢ quindi scritte come potenze).

Ognuno i questi prodotii si dice monomio: il numero razionale si di-
ce coefficiente e il prodotio delle variabili parte letterale.

Ad esempio, l'espressione:
(32% +3) - (x — z) + 247

€ un polinomio, essendo stata ottenuta dalle espressioni atomiche 3, 2, —1, x, ¥,
z mediante le operazioni di addizions e di Eo_nﬁrnmn_omun H nostro _uomboudn_
si pud trasformare cosi:

wRNn.xlNu+uA.xlNu+NkmHwRquHNN+uQIuﬁ+NkuH
=5x - 3xtz +xy— yz

I monomi di cui fsulta composto il nostro polinomio sono: 523, —3x%z, xy,
—32; e, nel monomio —3x%z, —3 & il coefficiente mentre x?z & la parte letterale.
Naturalmente, —yz si pu$ pensare come (—1)yz.

Due monomi che contengono le stesse variabili elevate ciascuna allo
stesso esponente ossia che hanno Ia stessa parte letterale si dicono si-
miill; due monomi simili si possono sommare ottenendo un solo mo-
nomio. Ad esempio, nel calcolo ora eseguito, abbiamo compiuto il
passaggio 3x3 + 2x® = 5x3 (sempre valendoci della proprieta distribu-
tiva). Dall’esempio fatto risnita che ogni polinomio si pué scrivere co-
me somma di monomd tutd dissimili fra loro. Quando & scritto cosi, si
aﬁn%ﬂ?gonw&gaﬂggag (o regolare).
Definiamo il grado di un monomic come la somma degli esponenti
delle sue variabili. Definiamoe poi il grado di un polinomio (ridotto
aforma canonica) il pii grande fra i gradi dei suoi monomi.

Infine, & evidente che la somma ed il prodotto di due polinomi sono poline-

Prodotti notevoli

Eseguiamo ora alcuni caleoli particolarmente importanti, Cominciamo con l'e-
spressione (x + y)? (quadrato di binomio).

(x4 = (x+3)(x+y) =
applicando la proprietd distributiva
=x(x-+y) +y(x+y) =
applicando ancora la propriesa distributiva
=ax+xy+yx+yy=
applicando la proprietd noaacsﬂé Xy = y%
=2 +ay+ap+y =

A1 £ F R D A

ancora per la proprietd distributiva:
2y +xp = 1ay + 1xy = {1 + 1)xy = 2xy

Concludendo, otteniamo fa relazione:

(x+ ) =P +2xy + 37 2.3

che viene detta sviluppo del quadrato del binomio,
Veniamo ora ad una interpretazione geometrica di questa relazione. Cerchia-
mo di esprimere I'area di un quadrato il cui lato misura x + 5.

Evidentemente questo quadrato si pud scomporre in quatiro parti: un quadra-
to di lato x, un quadrato di lato ¥ e due rettangoli di laté x ed .
Notiamo perd che nel nostro modello geomettico x ed ¥ sono numeri razio-

.., . naliassoluj (o, se si vuole, numeri positivi) mentre la nostra relazione vale per x

ed y qualunque (anche negativi, o di segno opposto fra loro).
Un altro sviluppo molto impostante & il seguente. Consideriamo il polinomio
{x + ¥)(x — ¥} lo possiamo trasformare cosi:

(x+))x-y)=
solita. proprietd distributiva
= x(x—3) +ylx—y) =
ancora una volta la proprietd distributiva, pid il fatto che
#(~y) = —xy
—xytyx -y =
applicando la proprieti commutativa
=x—xytay—y=
abbiamo notato che —xy & 'opposto di xy

—x 2

Dunque, possiamo concludere con la relazione:

(x+ P)(x—y) =% — )7 24

"' Vogliamo vedere che anche questa relazione si pud interpretare geometrica-

mente.
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Il secondo membro, posto che sia @ < y < x, rappresenta Farea della figura
ottenuta togliendo ad vn quadrato di lato x un quadrato di lato y. Vediamo ora
come questa figura si possa trasformare in un rettangolo avente lz stessa area.

Tagliamo il rettangolo tratieggiato di lati y ed x — y ed aggiungiamolo di setto
(diventa il rettangolo punteggiato nella figura). Otteniamo cosi un rettangolo, di
fati x + ¥ ed x — y, che ha la stessa area detia figura di prima. Quindi si ha:

(x + ) (x — ) = x* = 5

Ripetiamo che la naostra interpretazione vale per 0 < y < x, mentre la relazio-
ne 2.4 vale per x ed y arbitrari in @.

Le relazioni 2.3 e 2.4 sono i piG.importanti prodotti notevoli. La loro portata
viene accresciuta se si pensa che in luogo di x ed y si possono sostituite non
solo numeri razionali arbitrari, ma anche espressioni arbitrarie! Namralmente,
occorrera sostituire ad x una stessa espressione, ovunque x compare; analoga-
mente per y.

Ad esempio, vogliamo calcolare:

{2a — b)*

Prendiamo la relazione 2.3: ad x sostimiamo 22 ¢ ad y sostituiamo
—b=(—1)b. Allora otteniamo: .

(26— b =48 +2-2a - (=b) + (—b)* = 4a* — dab + b

Aliro esempio: sviluppiamo (@ + b + ¢)*. Possiamo procedere al calcolo di-
retto cosi:

(a+b+c) (atb+c)=a-(a+b+)+b-(a+b+c)+c-(a+bt+c)=
=& +abtactba+ b +bct+catchbt o=
=a’ + b + & + 2ab+ 2ac+ 2bc

Ma si pué anche usare lo sviluppo 2.3, in questo modo:
(a+b+c)i=[a+(b+ )= +2a(b+ )+ (b+ ) =
=& +2ab+ 2ac+ ¥ +2bc+

AL GEBRA

arrivando (naturalmente) al medesimo risultato, Notiamo che 1z relazione 2,3 &
stata impiegata due volte. )

In melti degli esercizi che seguono, il lettore & invitato a calcolare un‘espres-
sione. Che significato diamo a questo terrnine? Calcolare significa trasformare
un’espressione applicando le proprieta F1, ..., ¥9; ma ¢id pud essere fatto in di-
versi modi e con diversi scopi. Spesso si tratta di rendere, in qualche modo, pli
semplice 'espressione (la valutazione del grado di semplicitid di un’espressione
€ un po’ soggettiva, ma in pratica risulta abbastanza spontanea).

Quando si tratta di un polinomio, spesso si sottiritende che lo si vuole trasfor-
mdre in somma di monomi (cioé in forma canonica); si parla allora di sviluppa-
re espressione. Spesso perd si deve procedere in senso inverso, cigé si deve
trasformare 'espressione in un prodotto di espressioni: si dice allora che.si vuole
Jattorizzare I'espressione. Osserviamo perd che, mentre & sempre possibile svi-
luppare un polinomio, non sempre & possibile fattorizzarlo in modo significati-
Vo,

Alcuni esercizi aritmetici

1 predotti notevoli che abbiamo studiato si applicano molto bene a problemi di
aritmetica e in particolare, a problemi di divisibilitd. Consideriamo, ad esempio,
la differenza fra i quadrati di due interi consecutivi:

12-02=1
2-12=3
muhmmﬂm
4#-3t=7

Notiamo che sl oniene la successione dei numeri dispari. Vogliamo trovare
una relazione che ci dimostri questo in generale. Se un qualsiasi intero & rappre-
sentato dalla lettera #, l'intero successivo & rappresentato da 7 + 1. Allora la dif-
ferenza [ra i due quadrati & data da:

(n+1)P - =rP+2n+1-n?=2n+1
ma si potrebbe anche applicare il prodoito notevole 2.4, scrivendo:
(n+1)

Ora 'espressione 2n, per n =0, 1, 2,... ci fornisce tutti i numeri pari, mentre
l'espressione 272+ 1 of fornisce tuttt { numeri dispari.

Ora vogliamo dimostrare che ogni numero del tipo #* — n con # intero, & di-
visible per 6. Si tawa di fattorizzare la  nostra espressione:
W —n=n-(n-1}=n (n+1) (n—1). Dunque la nostra espressione
non € altro che il prodotto di tre interi consecutivi: # — 1, #, 7+ 1. Ma & eviden-
te che, di wre interi consecutivi, uno & divisibile per 3 ed uno (o due) & divisibile
per 2. Dunque il nostro aumero & cerfamente divisibile per 6. Diamo ad # i va-

nlaw.h?+H+3.?+HI=VHAN3+C.HHN3+H
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lori 1, 2, 3, 4; per verifica: otteniamo i numeri 0, 6, 24, 60, che sono effettivamen-
te divisibili per 6. Abbiamo visto che i numeri pari sono quelli che si possono
rappresentare con 'espressione 2n, mentre i numeri dispari sono quelli che si
possono rappresentare con espressione 2# + 1, essendo » un intero, Possiamao
allora dimostrare queste semplici affermazioni, che sl intuiscono facilmente:

# [a somma di due numeri dispari € un pumero pari;
* la somma di un numero pari con un numero dispari & un numero dispari;

s la somma di due numer pari & un numero pari;
¢ il prodotto di due numeri dispari & un numero dispasi;
¢ jl prodotto di due nurmeri di cui uno & pari € pari.
Vediamo la dimostrazione della prima affermazione: i due numer dispasi
possono essere scritti: 272 + 1, 2:m 4 1; sommiamoli:

(2n+ 1)+ (2m+1)=2n+2m+2=2(n+m-+1)

Poich& # + m + 1 & un intero, & chiaro che il numero ottenuto & pari. Lascia-
me come esercizio al lettore di dimostrare le altre affermazion.

A proposito di numeri pari e dispari, riportiamo il seguente grazioso rompi-
capo: clascuna delle persone che hanno partecipato ad un ricevimento ha dato
un cero numerc di sicette di mano. Dimostrare che il numero di quelli che ne
hanno dato ua numero dispari, & pari.

Espressiont frafte

Chiameremo espressioni fratte in (3 quelle che si ottengono a partire
dalle formule atomiche impiegando, oltre alle operazioni di addizione
e di moltiplicazione, l'operazione di réciproco. -~ °

Ad esempio Pespressione 2.2 del paragrafo 2.1: M+ W € una espressione fratta,

—_ |T —_

x ¥
Ricordiamo che abbiamo chiamato formule atomiche le formule che constano di
un solo numero o di una solz lettera. Dunque anche 0 & una espressione atomi-
ca (Vesprassione nulld); '€ allora da aspettarsi la seguente precisazione: l'ope-
razione di reciproco non € definita per 'espressione nulla.

Indicheremo le espressioni con le lettere maijuscole in corsivor 4, B, C, ..
volendo essere pid precisi, indicheremo con A4{x) un'espressione che coinvolge
la variabile x, con C{x, y) un'espressione che coinvolge x e ¥ ...

C'¢ ancora un aspetto piuttosto delicato da sottolineare. Consideriamo 'e-
spressione:

Alx)
B(x)

naturalmente noi supponiamo che B(x) non sia l'espressione nulia; questa cir-

A L & E B B A

costanza perd norn c assicura che la nostra espressione sia calcolabile per ogni
valore di x. Ad esempio l'espressione:
X
x--1

€ senza dubbio accettabile (infatti x — 1 non & l'espressione nulla), tattavia il Do~
linomio che si trova a denominatore, cioé x — 1, si annulla per x=1e dunque
per tale valore la nostra espressione non & calcolabile. Quando si sostituiscono
valori numerici alle variabili occorre pertanto sempre vetificare che non si 2n-
nullino le espressioni che si trovano a denominatore, L'espressione 2.2 € defini-
B_um_..awmo.u\%o,m+wmmc.
Xy -

Aggiungiamo qualche osservazione sulla notazione con cui si indica la divi-

sione dell'espressione 4 per Pespressione B. Come abbiamo detto, tra le nota-

o Vo 4
zioni comuni vi sono le seguenti: A/B e 7 ©s5€ sono fra loro equivalenti, utta-

via, in pratica, sono di impiego diverso e presentano vantaggi diversi: la prima
ha un andamento grafico lineare, cioé consta di segni che si seguono in un'unica
fila, come nella normale scritiura; la seconda ha maggiore evidenza ed & decisa-
mente pid popolare. Quando adottiamo questa seconda forma, & la lunghezza
della linea di frazione che ci dice come la formula deve essere spezzata in
due sotte-formule, una al di sopra ed una al di sotto della linea di frazione, na-
turalmente i segni delle operazioni ed il segno di uguale dovranno essere alli-
neati con tale linea. .

Notiamo che quando scriviamo un testo di matematica al calcolatore e voglia-
mo scrivere le formule nel modo consueto, dobbiamo passare da una fila di se-
gni (o, come si dice, da una parola o stringd), come & necessariamente ['insieme
dei dati, alla struttura bidimensionale della formula.

'€ appena bisogno di notare che l'operazione di divisione non & commuta-
tiva (in generale non si possono scambiare tra loro il dividendo ed il divisoreD) e
neppure associativa infatti in generale:

(4/B)/C + A4/(B/C)
dove B # 0 e € # (. La diversa struttura delle due formule & messa bene in evi-
denza con il secondo tipo di notazione:

#

Gl l =
O] bl

11 lettore & invitato a trovare dei conitro-esempi, cioé dei casi in cuila proprietd
associativa non vale. Nella nostra situazione si pud benissimo procedere a ca-
saccio, ma & ancora meglio se si riesce a dire con precisione in quali casi Yugua-
glianza scritta vale e in quali non vale, Luguaglianza vale se e solo se:
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e poiché B # 0, si ha che necessariamente 4 = 0, oppure C? =1, Qo.”w c=1
oppure € = —1. Il calcolo delle espressioni fratte si fa tenendo presenti _w pro-
prietd F1, ... , F9 delle operazioni algebriche e, in particolare, le relazioni:

A AC
A2 (BA0,C#O)

1 B
Z=2A#0540)
B

Ad esempio possiama trasformare cosi la 2.2:

a+b_ a+b (at+bay aop+ bay
a+wla.e+wal ay+bx  ay+bx
x ¥y xy

Si capisce facilmente da questo esempio che ogni espressione m.mnn vc@. €5
sere trasformata nel quoziente i due polinomi (cioé nel prodoto n: un polino-
mio per il reciproco di un altro). Se questi due polinomi sono scritti in forma ca-
nonica, allora si dice che 'espressione fratta & scritta in forma canonica (o rego-
lare),

mwmmnamaoa ancora su un esempio riguardante la somma di due espressio-
ni fratte, Vogliame mettere in forma canonica l'espressione:

at+b  da.
ab—8 gt - b

Procedendo come nel calcolo delle frazioni numeriche, m_.on:nuaon.w c:.&n-
nominatore comune che sia il meno complesso possibile: € opportuno, in primo
luogo, fattorizzare i denominatori. 5i ha:

ab— b = bla-b)
& -V =(a+b)a—b)

Possiamo allora prendere come denominatore comune: b{a — b}{a + b).

1l calcolo allora prosegue in questo modo:

a+ b da (a+ b)* — 4ab _
ab-b #—-B bla—blatd)
@ =2ab+ ¥
T ba—b)at+h)
(a—b)}
“ba-b)latb)
_a=b )
T ab+ b?
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Proprieta delie potenxe ~ Polenze con esponente negativo

Dedichiamo quaiche parola allz terza notazione con cui si indica correntemente
il reciproco di &, cioé @™, Questa notazione apparird probabilmente come fa
piul strana: essa & evidentemente legata alla nozione di esponente. Per compren-
derne il senso occorre ripetere brevemente le proprieta delle potenze, avverten-
do che il tema & di estrema importanza ¢ richiederd percid ulteriori approfondi-
menti nel proseguimento degli studi di matematica. Dunque, dato un numero a
qualsiasi, che chiameremo base, definiamo la sua potenza n-esima (dove 72 un
numero intero positive) cosi:

SHH" .n_ﬂ_a ..
3VH"aaHa.a.:..a Nu
_————

n volte

prodotto di # fattori, ciascuno dei quali uguale ad.a, 11 numero 7z vieae detto
esponente,

La principaie proprieta delle potenze € la seguente: se 7 ed m sono interi po-
sitivi, risulta:

H

a-a™ = gt 26

La dimostrazione & semplice: basta pensare che il prodotto @” - 4™ si pud vede-
re come un prodotto di 72 + m fattori tutti uguali ad a,

Fino ad ora, la potenza 4" & definita solo per » intero positivo, Possiamo
estendere la definizione ad altri numeri? Certamente! 1I criterio che seguiremo
(criterio che & stato seguito nel corsa dei secoli dai matematici, in modo pid o
meno consapevole ...} & quello di conservare la validit della proprietd 2.6. Ci
domandiamo aliora, anzitutto: come definire 4% Supponiamo che sia @ # 0,
prendiamo m intero positivo qualsiasi e #z = 0. Allora, poiché m + 0 = m, se vo-
gliamo che valga la 2.6, deve risultare; -

a™-a®=g"

percid la scela d’obbligo & a® = 1. Se g == 0 la 2.6 non di alcuna informazione
sul valore di &° (il prodotto di un qualsiasi numero per 0 & uguale a 0); in effe,
come vedremo piii chiaramente in seguito, non si pud atribuire alcun vajore al
simbolo 09,

Analogamente {(supponendo sempre la base diversa da zero), come definire
una potenza con un esponente negativo? Un qualsiasi intero negativo sl pud
scrivere nella forma —m, dove m, il suo opposto, & un intero positivo. Se esigia-
mo che vaiga la 2.6, deve essere allora, in particolare:

a’gm=g"=1
relazione che ha come conseguenza:
1
am

a”=

In particolare, per m = 1, si deve porre:

H
al=-
a

A I i & B B A



e cosi abbiamo giustificato la nuova notazione con cui indichiamo il reciproco.
Le considerazioni che abbiamo fatto sono cosi importanti, che siamo passati,
quasi senza volerlo, da alcune notazioni elementari alle idee centrali della ma-
tematica. La definizione di una potenza con esponente negativo & certamente
arbitraria: non la si pud ottenere allargando semplicemente il senso della defini-
zione originaria di potenza. Infatti, che senso avrebbe parlare di un numero nul-
lo o negatvo di fatori? Non ¢'¢ alcuna operazione spontanea che dia consisten-
za a queste operazioni. Allora quello che ci preme & di salvare la proprietd for-
male essenziale del concetto di potenza, ciog Ja 2.6: se non avessimo quesia
proprietd, non sapremmo che farcene delle potenze.... In questa introduzione
alFalgebra per due volte, in passaggi delicati, ci siarno fatti guidare dali'esigenza
di conservare le proprietd formali. La prima volta & stato nel paragrafo 1.3, a pro-
posito della regola dei segni. Questo modo di ragionare non & semplice e noi
avremo bisogno di continui richiami net corso del nostr studi vlteriori. La mate-
matica ha progredito nel corso della sua lunga storfa privilegiando sempre - in
modo pii 0 meno consapevole - le proprietd formali. Quando avremo capito
completamente ¢id, avremo imparaio bene il mestiere di matematico....

VOCABOLVE SIMBOLI

Paragrafo 2.1

@ Costruire il grafo di calcolo corrispondente a ciascuno dei due problemi che seguono:
a Calcolare il valore di x utilizzando i dati indicati in figura e sapendo che larea del

rettangalo punteggiato & uguale a quella della parte tratteggiata,

b Un'auto percorre un tratio AB di strada in 1.8 ore alla velocita di 75 km/h e il se-

conde tratto BC in 1,2 ore alla velocltd di 60 km/h. Caleclare la velocitd media
dellauto relativa all'intero percorse AC. Cosa si osserva?

Scrivere lespressione corrispondente a ciascuno del grafi qui sotfo disegnati e calco-
larne il valore.

@ Costrulre il grafo corispondente a clascuna espressione e calcolarne il valore:
. 1 3\, 71 3 17
o {3—=- = = N et
(3-7)-(2+3)+ 1) G-%)
1 2y 3
()-(3
b 2 7

1
145
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mﬁ Ta@ - méﬁmalww& +%Ta+ 2) - mx%@xi tv

(=2x +y)x + (x+ 29)(x - 2y)

(2% + 3ay - 7a?)(~2y + @} + (¢ + Zay — 1) (v — 5a)
(xty+2y+(y+z—x)x—(x—y—2z)z

3x(x — 1)(x + 2) + 6x{(x + 1)(x + 2) + (x — 1)(x ~ 2)}

(@-1*+(20 4 1P —90(@ +at1) 4222

(x+1){2x + 1) = (~x + 2){x ~ 3)

m.x - mv * @x + w%:xﬁx -1)? .
(x = 29)(x + 2v)(~3x — Y)(—Bx +y} — (x* — # — 1)°

m%? Dix+1) +m ?l :u.&

MNOTA Lz espressiont seguenti consentono, in genere, uno sviluppo Intelligente mediante 11
riconescimento. dl prodotti notevoli, ece.

(x — 29)°—4(y - 3x)(2y — x) + 4(3x — y)?

(2t — &) +(2¢ + 5)2+-2(s + 2¢)(s — 2t)

[ — 1)+ 1) = (= 1) (2 + 1) [0x = 1) (2 + 1) = (2 = 1)(x + 1)]
(@-1)@@+1) (@ -1) (@ +a+1)(a*~a+1)

(2 - 3)*+4(x2 + 3)°-4(x? + 3) (x* - 3)

{a+? - +aY)(a+a? +a%—a¥)

(o? — @)*+6(a? + a){a? — a) + 9(a? + a)”

(x =3 +3) ~ (x = 3 (x2 - 9)

(o — 2ab + b2}{a + b) + (a + bY*(e — b}

I A

PREGHFOO®OO

® & 66

=1P+ 1) - (2 +1){2 - 1)

(@ —) (@ - %) = (@ + ax +x2){a - x)?

(+3)(x - 3) - (x— 3)(x + 3) - (x — 3)+{3 —x)? -

(9= 3)*~(y +3)"+(3y+ 1)’ ~(3y— 1)? : -
(4 + 1) ~[(-2x + p)(2x + )P~ (~xy ~ 1)(~4xy + 1)

fr = 3)2= (3~ x) 2+ + 20)2-2(x2 — 442) + (x — 2p)2 -
(x—y+ :Mlm? - aﬁ; +x-y-12

(2= 3)°+(3 -2 (2 +3)(x — 3) + 9 —x*

In un vecchio manuale si legge: “in un trapezio, la somma dei quadrati delle diagonali
diminuita del doppio prodotto delle basi & uguale alla somma dei quadrati dei due latl
non paralleli”,. Verificare questa proprieta per il trapezioc ABCD indicato nelia figura:

Un numere vienie chiamato quadrato perfetto se é il quadrato di un numeroe naturale.
Se x & un quadrato perfetto, qual & il quadrato perfetto immediatamente successivo?

Riconoscere che le seguenti espressioni sono il quadrato di una espressione {sono
cloé quadrat! perfetti):

a o' +4a%b + 4b? b x4+ 10x+25 . x»+w+x
Metiere sotta forma di prodotti le seguenti espressioni:

a ab? —4ab+4a b 5a%+10a+5 ¢ 216

d 1662 — a2 e (a4 2b) — 4x2 f 1642 — (x—2y)%

L'ipotenusa di un triangolo rettangola & di 50 metri ¢ un cateto di 48 metri. Detarmi-
nare laltro cateto utilizzando, net calcolo, i prodotti notevoli, Risclvere lo stesso pro-
blema nel caso che lipotenusa sta di 65 cm e il cateto di 60 cm.



e Siano ¢ e b due numert qualunque. Verificare che:

n? 3
2 2. ol “pe
a*+ab+ b fﬁn+mv +bv

Dedurne che, se almeno uno ¢ diverso da 0, a2 + gb + b2 & sempre positivo,

Scrivere come somma di quadrat; il polinomio 2x2 + 2xy + 242

e >m@.c=mm3m=mmmm:mnmmmvmmmmmoa.cs BE.:E.OEBoacnrmmmmm&cmsmsocsnzm-
drato perfetto:

1
a

d xEyt 4 212 e o+

@ 9at 4 a2 b =x?8x e a®+4a

1

oZ

ATTENZIONE L'ultimo esercizio & di carattere diversa dal precedenti e non ha un'unica so-
luzione. Qual £ il termine def quadrato che manca?

Fra tutt] i rettangoli di perimetro 2p, qual & quello di area massima?

2
Indicare con x une dei lati del rettangolo, aggiungere e togliere Wv allespressione del-

P

2
larea ... Lespressione T mx - Wv assume valore massimo per ...

MNGTA La soluzione di questo problema pud essere generalizzata: fra tuite e coppie di nu-
metl razionali che hanno uguale somma, la coppia di numer; il cui prodotio & massimo &
quella costituita da numeri uguali

Caicolare l'area della figura tratteggiata inscritta nel quadrato, sapendo che la diago-
nale del quadrato misura 6, che & CD = b e che la figure ha [e simmetrie del quadra-

Per b che

to. Come risulta dalla figura, il valore di b deve essere compreso fra 0 ¢ g
a

va da 0 ad 3 larea cresce? Ha un massimoe? Un minimo?

5

& 3 A ¥ T oA M

(se)
@)

Riconoscere un fattore comune in ciascuna delle seguent espressioni:
@ F(x) = (x+1}x+2) —5(x+2)

b g(x) = (2¢+ 1)® + (2x + 1){x + 3)

€ h{x)=(x+6)3x—5)+x+6

E stato possibile fattorizzare le sequenti espressioni algebriche:
8 afx) =2x{x— 1) ~ (2 +x)(x — I} + (2x ~ 1)(x — 1)

B b(x) = 2x{x + 2) + 2x(2x — 1) — 2x(x-1)

€ o(x) = (x+ 2)(x— 1) — 2x(x +2) — (x + 2){2x — 1)

d d() = (x— 1)(2x— 1) — (2x = 1)(x +2) + 2x(2x _ 1)

I quattro risuitati ottenuti sono stati indicati qui sotto, alla rinfusa e in modo incom-
pleto: 26(.) (20 (@x—-1)() (o 1))

Sostituire al puntinl le espressioni giuste,

Considerare l'espressione E = afa — 3) + b{b+ 3) — 2ab con a e b interi.
a Trasformare E nel prodotto di due fattori uno dei qualié b —a
b Dimostrare che se a e b sono due interi consecutivi con g < b, E é sempre uguale a 4.
Verificare che:
& +b% = (a+b)(e? — ab + b?)
a® — b® = (a — b)(o® + ab + b?)
Esprimere a parole le uguaglianze ora conslderate.

2
Verificare che, se Aﬂ + Wv =3, aliora +W =0.

NOTA La fattorizzazione & utlle per rendere pitl espressiva o maneggevole una formula ed
anche, come vedremo in seguito, quando si tratta di lavorare con le espressiond fratte.

Gli esercizi che seguono servono come allenamento ed é opporiuno affrontarli o picco-
le dosi riprendendoli via via quando se ne presenti la necessita,

Fattorizzare le espressioni seguenti (& necessario talvolta prima sviluppare, poi ricom-
porre).

2, 2
P o’ 438

be(b +¢) + ac{c — a) — ab{a + b)
Sviluppando i prodotti si ottiene:
BPc+bc® +ac® — a%c — a®h — ah? = ey —ab(y 42y =
= (@ +b)[..] = (a+b)(b +c)(...) v
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(xu — E._vm + {yu +x&n

2(a+b)% — 2(a - b)? — (a+ 2b)?

(= 29)(x -+ 24} + (v — 2x){y + 2x) — 6xy

0 %afw b3 + ofpt

a 4gb? + 442 5 pt

@ xX+ax+bx—y—ay-by
a 2x° - 32x

8 y—x+ay—ax-+by- bhx
a 40®—14+6a+3

a 32 _ g2

A ob-3b—ac+3c

a 2a° — 8a?b + 8ab?

o xy—5y—2x-10

@ (x+y)°~(y- 1y

a (x+p)2-4

a (a—3)°+12q¢

b 2x+2ytax+ay

[

b a?b 16b— 8ab

b 40 —142ab+b

b x? +25x — 10xy

b of - b8

b o2 -b2+a+b

6x*-12x2 4+ 6

32q- 20

Pl |

a +b2 +a+b+2ab

b (a—1)°+2(a? - 1)+ (a+1)?

b x2-9p2 +x—3b

b xy® — dx?y + 4,8

[

x2+? -2y —x+y

(x+ 9)P—x—y

b (x+ )P (x— ) — 2xy(x + y)(x — v}

b xdtx2—x-1

(@~ 1){x+2) ~ (a— 1)

Per fattorizzare un trinomio del tipo xZ+sx+p, dove s.e p sono numerl naturali, s
cercanc due numeri o e Btali che sia affi=pe a+8=s5 Se questl due numeri esi-
stono, allora:

xn+...§+_un.xn+px+ux+nunkﬁx+nv+m?+& =(x+a)x+8)

A I A FE B B8 a

ONONONONONORONONEONE)

2 13x+2

5214

1

H&.|.RN ¢Th.

xy —* + Jax — 3ay

25— (x — 5)*

(x+3)x +2) = (x +3){x~ 1)

a o?4Ta+12 b a8 +12
ax*+x-6 b b¥4+10-7b
0 X% —dax+4a®—b> b 3E-3P+x-y

2 1 .5
a o —b?+30-3b ] vuic._.mlw

H.,.r

o4y —8y+4 r,mmuxi
a 95?14 lattenzione) b {(b~3)x —by+bx—(b-3)y
€ 4— ¢ 2qy—qa?
@ 1062 ~5a—5 b ax? — 2ax + g2x?
@ 3x* —9x% 4+ 9x% — 3x b 4ax — 4o 4+ faxd

a ?+E»IN~ b ax?—q+bxZ—b
a 8<% -8 b a2+ 222+ ab?

a X2 +6x+9 42 b 77

a da? —da+1 b xz? - 2icz 4 x223
a 4y 4+ 3248 b of? — 812t

e (a-b2a?+ab b 24% — 2ab2

g xf4+1-23 b ab? - 2gb% + ab?

Qual & lz pin plccola soluzione dellequazione:

36D

1

a® — 2a%b2 4 b*

3 +6x%+12x+8
3x — 9x?% + a — 3ax
6x% — 24 — x5 4 4x3
1 9

et S PR T
5 +nv+hw

X" tax" —a

|vuo

2
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Fattorizzare il polinomio che si trova a prime membro ed applicare la legge di anrulla-
mento del prodottc

Due numeri hanno somma e prodotto uguali a 1; quanto & la somma dei loro cubi?

Dimostrare che non & possibile scrivere 1l polinomio x2 + 1 come prodoito di due po-
linomi del tipe (x + a), (x + b).

Se (x+a}x+b) =x%+1, ponendo x = —a si ottiene: 0-(—a +b) =02 + 1, cuvero
0=0% + 1 e questo & impossibile perché o® > 0.

Poragrafo 2.4

Dimostrare la validita delle seguenti tavole di composizione relative alle operazioni di

addizione e di moltiplicazione nell'insieme {P, D}, dove P & un numero pari e D &
un numerc dispari:

Dimostrare che:

& la differenza fra i quadrati di due numeri interi consecutivi & uguale alla somma dei
numeri stessi;

b la differenza fra i cubi di due numeri inter] consecutivi & un numero dispari;

€ se si softrae 1 al quadrato di ur numero naturale maggiore di 2 non si oftiene mai
un numero primo.

“La somma di tre numeri naturali consecutivi & 25" Dimostrare che questa afferma-
zigne ¢ falsa, qualunque siano I numeri naturali scelti. ’

Ricordiamo che: nellinsieme N st dice che a & divisibile per b fsi dice anche che a &
multiplo di b) con b # 0, se esiste un numero naturale g tale che sig @ = bq.

Dimostrare che Ia differenza fra i quadrati di due numeri dispart consecutivi & divisibi-
le per 8.

Dimostrare che: . .
a il prodotto di due part consecutivi & divisibile per 8;

b togliendo 3 dal prodotto di due interi dispari consecutivi si cttiene un multiplo di
4;

¢ la somma di quattro numeri dispart consecutivi & divisibile per 8;
d la somma di quattro numeri parl consecutivi @ divisibile per 4;

€ se n & un numero intero, diverso da 0 e da 1, allora il numero nZ(n? — 1) & divisi-
bile. per 12, .

&H T K E BB R

Detto S linsieme di tutti'i numeri che sonc la somma dei quadrat! di tre naturali con-
secutivi, quale delle seguenti affermazicni & vera?

# Nessun elemento di S & divisibile per 2.

B Nessun elemento di S & divisiblle per 3, ma alcuni sono divisibili per 11.
¢ Nessun numero appartenente a 8 ¢ divisibile per 3 o per b.

d Nessun elemento di S ¢ divisibile per 3 o per 7.

@ Nessuna delle precedenti affermazioni & vera,

Dimostrare i sequenti criteri di divisibilita nellambito dei numeri naturali scritti in for-
ma decimale:

@ se il numero formato dalle ultime due cifre di un numero n & divisibile per 4, allora
il numero é divisibile per 4;

b se la somma delle cifre di un numero » & diviEibile per 3 o per 9, allora n & divisi-
hile per 3 o per 9; .

€ se, per un numero n, la differenza tra il doppio della cifra delle. unita e il numera
formatoe dalle altre cifre & divisibile per 7, allora n & divisibile per 7;

d se, per un numero n, la differenza tra la somma delle cifre di posto pari e la. som-
ma delle cifre di posto dispari & divisibile per 11, allora n & divisibile per 11.

Nel corso deile dimostrazloni dei criteri, sard utile sapere che:

* sein un prodotto ab uno dei numeri ¢ divisiblle per s, anche ab & divisibile per s:
infatti se a & divisibile per s &: a =5 - q, percid ab = (s-q)-b={(g-b) scon gbnu-
mero naturale (quali proprietd della moltiplicazione abbiamo usato?);

* se due numeri a e b sono divisibili per 5, anche a+b & divisibile per s: si ha
a=s-peb=s-g; percid a+b=s-p+s-g=5-{p+q) con p+ g numero natu-
rale.

Le dimostrazioni dei criteri considerati richiedono un po' d! accortezza nella manipo-

lazione delle espressioni-in modo da dar loro una forma significativa. Sara necessario

anche qualche artificio ... Sia, ad esempio, 7 un numero di 5 cifre dove 4 é la cifra
delle unitd, b la cifra delle decine, ... E aliora:

n =10000e+ 10004+ 100¢ + 10b + a.

Qualche suggerimento per 1 problemi proposti:

8 n=[100(100e+ 10d + 1¢)] + (10b + a); il prime addendo & divisibile per 4, per-
clé se ... )

b n=(9999 1 1)e+ (999 +1)d + (99 + De+(9+1)b+a=999% + e + 9994 +
d+99%c+c+9%+b+a=[9(111le+..)] + (e+d+c+b+a), pertanto ...

€ usando lartificio di aggiungere e togliere da n i! termine 20a si ottlene:
n = 10000e + 1000d + 100¢+ 10b + ¢+ 20a — 20a = 10(1000e + 100d + 10c +
+ b—2a} + 21a, ma 21a ¢ divisibile per 7, pertanto: ...

d si osserva che il muitiplo di 11 pit vicine ad una potenza di 10 si ottiene da questa
togliendo 1 se lesponente della potenza & pard, aggiungendo 1 se fesponente della

potenza & dispari, conviene percid scrivere:
n=(9999+1)e-+ (1001 - 1)d+(99+1)c+ {11 - 1)b+a=999% +¢ + 1001d +



—d+9%+4c+11b—b+a=(999%+1001d+ 99+ 116} +(e—d+c—b+a), ma
il primo addendo della somma & divisibile per 11 perché ... Pértanto ...

6 Considerare un numero di tre cifre; sottrarre da esso il numero che si ottiene som-
mando la cifra delle unita con il numero formato dalle prime due cifre. Verificare che
s} oftiene sernpre un nuimero divisibile per 9.

@ Dimostrare che:

& s¢ un numero di sei cifre ha le prime tre cifre ordinatamente uguali alle altre tre,
allora tale numero & divisibile per 7, per 11 e per 13;

b un numero di due cifre sommato al numero che sl ottiene scambiando le sue cifre,
da come risultato un multiple di 1;

¢ dimostrare che il numere 1331, in qualsiasi base di numerazione maggiore di 3, &
sempre il cubo di un numero naturale.

(Se b & lu base i cui viene scritto ] numero, il valore di 1331 sard:
1xb'+3xb1+3xb2+1 x b3 =(1+b)%)

@ Il numero (2*8 — 1) ¢ divisibile per due numeri compresi tra 60 e 70. Quali?

Il numero 2%8 — 1 st pud vedere come una differenza di due quadratl, si pud allora
scomporre nel prodotto (224 +1)(22% — 1), ma 22* —1 & ancora una differenza di
quadrati e st pud di nuove scomparre ...

Paragrafo 2.5

@ Le dimensioni di un rettangolo sono a e b, Esprimere [l rapporto tra larea del rettan-
golo e il quadrato del perimetro. Trovare i valori che questa espressione assume per:

a a=5b b a=2b € a=23b

Che cosa si osserva? Quale congettura si puo fare?

9 Dapo aver trovato la media tra 6 dati, unc studente distratto unisce questa media ai 6
numeri precedenti e trova la media tra questi. Calcolare il rapporto tra la vera media
e quella trovata successivamente. E per un numero n qualsiasi di dati?

@ Un numerc positivo & stato erroneamente diviso per 4 anziché moltiplicato per 4.
Qual & in percentuale approssimata all'unita lerrore commesso rispetto alla risposta
corretta? Calcolare lerrore commesso rispette al risultato corretto nel caso generale,
In cui un numero sia stato diviso per lintero n anziché moltiplicate per n. Tale percen-

tuale aumenta o diminuisce all'aumentare di n?

Siano q, b, ¢ d quattro numerl relativi diversi da zero. Quali delle seguenti uguaglianze
50no errate e perché?

b ab : b ab a+b
q g-—=— V gJ— = — [ =
c ac ¢ ¢ b

a

ALGEZSRERA

® ®

o aﬂcumw e nﬂvu:m f a.a=2a
g o+a=ad? h a.g=a? i m.lro
| a+a=2a k2=1

a

Dimastrare che due frazioni aventi numeratore uguale a zero (e denominatore diverso
da zerg) sono equivalenti qualunque sia 1l valore del loro denominatori.

Dimostrare che una frazionie con numeratore uguaie a zero non pud essere equivalen-

" te ad una frazione con numeratore diverso da zero {i denominatorl sono owlamente

diversi da zero).

Sempilificare le frazioni algebriche sequent.

a & p otex c ax — bx d at . 3a
bx 1+x ay — hy alx 4 ady 3a+ 2a¢
u 9aZ + Gab + b2 b a® — 2p2 . 5 — 5p? d 6 — 6a?
6a+ 2b a* — 4pt 1-2b+h2 12¢2 - 240412
o 2= 2x+1 p o 2d°%h+ab? ¢ ox—2xy+2y
B —3x2 4 3x-1 B —a?h x? — 2xy
a? 4% 2 £ 2ab . at+b—c

Z+Z 5+ Zac é riducibile a a—bTc indicando la con-

dizione a cui a, b ¢ devono soddisfare affinché cid sia possibile.

Verificare che la frazione

Siano q, b ¢ d numerl razionali relativi diversi da zero. Dimostrare che:

a mﬂmmmmmo_o sea-b=c-d
c b

Si trata di dimostrare che la definizione di frozioni equivalenti, data nel paragrafo 1.2
sl pué estendere al caso in cul il numeratore e il denominatore delle frazioni sono nu-
meri razionali,

bo-be lose =% € n+vln+mmmmmo_ommmlm
¢ g oetoesep=g b d b= d
a_m (a+m) _a_m -
Dimostrare nsmwlﬂmmmmo_o% ?+3Ivl:?b= b, n, b+ n diversi da 0).
E giusta _.:mcmm:maumnleHmHIHw

a+3 3

Dati tre numer! interi consecutivi qualunque, esprimere il rapporto fra la differenza
dei quadrati dei due estremi e il quadrato del numero di mezzo, Calcolare la differen-
Za fra 1 e il rapporto considerato.



ESERCIZIO SVOLTO

6 Dimestrare che se b & un numero razionale e b # 0 allora;

1 1

5
Dobbiamo dimostrare che il reciprace dellopposto di un numero diverso da zero &
uguale allopposte del reciproco del numero stesso: per lunicita del reciproco &

sufficiente provare che —b. ﬁl Wv =1, ma lopposto di un numere & uguale al pro-

dotte del numero per —1, allora abbiamo:

. LA|WV = Tszi:m& = T:TH.A@ =1

Siano g, b numeri razionali e sia b # 0, sia n naturale. Enunciare a parole quanto ri-
chiedano le uguaglianze seguenti ed eventualmente provare a darne dimostrazione,

—a a a 1 ayn_ a”

Dimastrare che: !

2 2
o 9 +W|I,n +ab 4+ b

a+b a af +ab .

b i . 1 2a
a+b a—-b oE_}2

¢ b a Ivnl.nwl _b-a
a®+ab ab+b? " ablai b) " @b
af — p? at b

d mi& - u p —b-a

Un rubinetto pud rlempire una vasca in x ore; un secondo rubinetto la pud rempire
in y ore. In quanto tempo la possono riempire insieme?

Se v & il volume defln vasce, I portate del primo rubinetto é m. o:m_qnmmhmmnaaaow

La portata complessiva del due rublnetii ¢ allora ... e il tempo necessarle affinché i
u

due rubinetti riempiano insteme la vascq & 7
. M:T
Un sacchetto contiene r palline rosse e b palline bianche.

a Calcolare le probabilita dei vari esiti che si possono avere in due estrazion] successi-
ve senza restituzione. Verificare che la somma delle probabilits di tutti Guestl esiti é 1,

b Calcolare Ia probabilita di estrarre, senza restituzione, due palline dello stasso colo-
Te e, sempre senza restituzione, la probabilita di estrarre palline di colore diversa.

® ® ® ® ® &

® ®

¢ Calcolare le probabilita richieste in (b) in una estrazione con restituzione,

I‘ =
d Calcolare la probabilita di estrarre contemporaneamente due palline di cui almeno
una sia rossa.

Per lestrazione senza restituzione pud essere rappresentata da un grafo ad albero di
questo tipo dove con R si & Indicato levento “esce una paliina rossa” e con B levento
‘esce una pallina bianca”. r indica Il numero delle palline rasse, b If numero delle palli-
ne blanche,

Semplificare le espressioni seguenti.

a’c
b p otz 1
Y 2ab «a
Z
2 W v 2x?
- - b +1-x
ol xm+ae+xu+e~ x+y 1+4x
‘@ by ab. . - cie e o ca=b atb S
“ Amrmv.nlq b Tstaos
1 0 Ja+2 a 1
- b +1|=+
i1 eritET 1 2q? 1- 1
+n+Hln at1
a
1 /1 1 1 2
—. - . = hYe—x?
“ 2 mxi, x—h)} b 5 (et hyP-e?)
a+by a+bx a+8
c+dy c+dx b H+n+n_. _@+4
T a+b @ 9+2a a-3 a+2
c+d ¢ da+g2 a?
2+l 3x-2 | L2+5x+d A xRyt .ﬁmlxlev
" Axnlxrx»lmx+uv H+1 ! x—y v x+y

s . 4 4
Risolvere lequazicne 1 — % + = 0.
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Se Hrm+wm 0, azos.mu
X x x

1 1

Determinare il valore di ey sapendo che x ¢ y sono numerl diversi da zero, tali che

X —y=xy. Y

P+Q P—-Q

A che cosa & uguale lespressione

P-Q P+Q
Semplificare le espression] sequenti.

h x 1 ) X2 —dx+1 x+1 xIH.
T —dx12 2x -0 Z-1 +mx|mqu+mv
ﬁn+vinlwv. ow+vm+H . ab
a-b a+b Zab Ta-b
(i) o ()] ()

v x+y x+y
1 1 1 a® a2
H+n+?+o+nmu.Tlnlamv.ﬁam+n+yv+nulw

AQIWV An+uv +[(1+ab) - {ab—1)]

(2x +1)°-3x2-2. wmxul .3
(2x+1)2-{10 — x)2

b4 2
F—2ap 5 (@ +2ab+5)
ab
n|w+n
& +b%-2ab  a+b
ab?—o%b TZ_ap
a+b 4 b
2ot = -{a+ b}
Puragrafo 2.6

Sviluppare, indicando le proprieta applicate:

u 302(a*b) b (a2 -+ 5%)(2ab)

d mﬂ nmv NHINQE

¢ (3a2b)?

hlwom_ww&m

A L & E R P A

s——dwe P=x+yeQ=x—y?

' @amv@ﬁ&n

® OO

@

Inserire al posto dellasterisco un opportunc monomic, in modo che le uguaglianze

che seguono risultino vere per qualsiasi valore delle lettere:

—Z.x=ct bo+-{(-md)=—m? € 29t 4w =290
d 2n?.x = 3n? ¢ 2n% ++ =2n? f 3a%b -+ = —3a%
g m}tn-wﬁ; h mmclux@ i m+*uwm
Calcolare il valore di:
T
per x.H 2 ’

Oo_.uu_mﬁum le seguenti uguaglianze:

(-3

= Hnmu.: b nm_n = ﬁnwv:, c — ?u
L nnrt HQJ e o™ =g-.a- f glth=¢.
" +17% = b o?* 428+ b2 =(.)2 1 (2a+b")% =
i (2a+5m)% = k (o™ +b){o™ —~b) = I o2 —~p?m =
m S —a® =( . )(.)
n ot _g= . e —g=gl.—..]=dl{a")? =] =al M)

Fattorizzare lespressione a2 — 42

Sapendo che y = 3 + 2%, calcolare y quando:

ax=3 b x=-1 € x=-2

Sapendo che g, b, o+ b sono diversi da.zero, semplificare lespressione:
(@+b) @+ b1y

b
Se g, b 3e + sono diversi da zero, semplificare lespressione:

3
. mma +mv N G&LA@ N

1l risultato ottenuto nellesercizio precedente pud essere utile?

vin
La w‘mumonm ———5 € uguale a;
—pZ°¢
- bt b a?-_p2 € a2y4p?
d o +b? a a2 —p?
Quali condizieni devona essere soddisfatte da @ ¢ da b affinché la frazione abbia signi-
ficata?
Semplificare:

8 (@457 b (@l -b)b-o)

)

¢ L+ ) 4(1+a)?t



