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LE SCATOLE CINESI

Questo capitolo presenta alcune noziond nwmmmﬁo:oc:mm*._mmm_ozmwvcm&mznw E:mmnm_.
essere ben capite ed assimilate. Occorrerd rileggerlo con cura, a distanza di tempa.

OBIETTEVI
s Inrodurre la nozione di valore ap-  * Presentare le scatole cinesi come nu-
prossimato ed eseguire calcoli ap- meri e delineare la struttura algebrica
prossimati, e la struttura di ordine nellinsieme
delle scatole cinesi. .

« Rappresentare i numeri razionzli co-
me pumeri decimali e costruire scato-

le cinesi che ! racchiudono. » Introdurre 1a nozione di equivalenza

» Dimostrare l'esistenza di grandezze di scatole cinesi ed il principio di
incommensurabili. completezza della retta reale.

Valori approssimati

In molti casi concreti capita di non conoscere esatamente un NUMETO, Ma di po-
terne dare solo delle valutazioni approssimate. Ad esempio suppeoniame di sa-
pere che un certo NUMEro x soddisfa alle disuguaglianza: 0,24 £ x < 0,25 in
altre parole sappiamo solamente che x appartiene all'intervallo che ha come
estrem; 0,24 e 0,25; il numero 0,24 si dice valore approssimato per difetto, il nu-
mero 0,25 si dice valore approssimato per eccesso. Lintervallo si dice intervalio
di approssimazione ¢, naturalmente, l'approssimazione & tanto migliore quanto
pin é piccolo questa intervallo.

Le misure di grandezze fisiche (come lunghezze, temperature, tempi, ...) nen
sono mai ottenibili esattamente: disponendo di apparecchi perfezionati, esse
possono essere ottenute con notevole precisione, ma ¢'¢ coMuIGUE un limite
alla precisicne raggiungibile. Del resto, per le esigenze pratiche sono sempre
i valori approssimati {pill o meno, secondo i casi) quelli che serveno.

Supponiamo di avere due sbarrette di acciaio, una di lunghezza x (espressa in
cm) compresa fra 30,25 e 30,26, I'alira di lunghezza y compresa fra 40,36 e 40,37:

30,25 < x < 30,26
40,36 < y < 40,37



Se le congiungiamo assieme nef senso della lunghezza, otteniame una sbarra

lunga x + ¥, e si avra:
70,61 < x+ y < 70,63

Infatti, come si innisce subito, e come si pud dimostrare ir: base alle proprieti
delle relazioni di ordine, sommando i due valori per difetto si ottiene un valore
perdifetto di x + y, sommando i valori per eccesso si ottiene un valore per ec-
‘CE580.

Achille e lu tartaruga: una inferpretazione

In molti problemi matematici accade che il calcolo di un numero si possa spingere
ad una precisione elevata quanto si vucle: in alire parole, si pud ottenere che I'in-
tervallo di approssimazione sia pia piccolo di una quantitd piccolissima stabilita
(ad esempio: 1 millesimo, 1 decimillesimo, ...). Utilizziamo, per il nostro scopo,
il classico esempio di Achille e la tartaruga, introdotto dal filosofo Zenone,

Zenone di Elea, vissuto nel V secolo a.C., fu un ceiebre filosofo dellantichitd. Con le sue
argomentazioni egli cercé di dimostrare che il moto & impossibile e che, percid, la perce-
zione del moto degli oggett! & illusoria. Col nostro senso pratico di oggi, raglonamenti co-
me quello su Achille e la tartaruga appaicono ridicoli. Eppure i Greci ebbero lo straordina-
rio merito di prendere sul seric problemi come guesti affermando il primato dell'intelli-
genza e della ragione. Senza i Greci, non ci sarebbe [a sclenza di oggl e non ¢i sarebbero
neppure quelle applicazioni pratiche della scienza di cul siame tanto orgogliosi.

Achille (il “pie veloce”) insegue la tartaruga, che ha inizialmente un vantaggio
di 1 mewo; la velocitd di Achille & di 10 metri al secondo, quella della tartaruga &
di 1 metro al secondo; ci domandiamoe guando Achille raggiungeri la tartaruga.
Indichiamo con # (espresso in secondi) il tempo necessario: lo spazio percorso
da Achille & dato da 10 £, e deve risultare uguale alla somma del vantaggio ini-
ziale della tartaruga con lo spazio che essa percorre. 5i ottiene cosi l'equazione:

10t=1+1¢
che sappiamo risolvere senzza difficolta;
10 —t=1

e infine:

Ma vediamo la versione dei fatti che d viene fornita da Zenone.

1 )
In I di secondo Achille raggiunge il punte in cui si trovava inizialmente la

tartaruga: ma intanto la tartaruga si & mossa ed ha percorso uno spazio. uguale

1
ad T (in metri). Per raggiungere la nuova posizione della tartarugz, Achille do-
1 1
vrd impiegare un altro tempo, uguale a 010~ 0,01, quindi, in tutto, avri im-
1 1

i€} L:—+—=0,11( i}
piegato un tempo % o + 106 {(in secondi)

Ma Achille non ha ancora raggiunto la tartaruga, perché, nel tempuscolo di
1 1 «
0 di secondo essa ha percorso 1% di metro. Achille arriverd a questz nucva
1

posizione, ma impiegherd 1000 di secondo, e quindi un tempo complessivo
1 1 1

b= m +Q + 1000 = 0,111, e cosi via. Zenone credeva di poter dimostrare

c¢he Achille non avrebbe mai raggiunto la tartaruga, dal momento che, per rag-
giungetla, egli avrebbe dovuto compiere infinite operazioni, Noi pensiamo inve-
ce che Achille pud raggiungere benissimo la tartaruga e che gli infiniti valori tro-
vati: '

0,1 0,11 9,111 0,1111 0,11111 ... 2.1

1

sono semplicemente valori approssimati per difetto del valore esatto 5 che ab-

biamo trovato risolvendo l'equazione: lo dimostreremo tra poco. In altre parole:

1
il tempo di 5 necessario ad Achille per raggiungere la tartaruga pud essere ideal-

mente diviso in infiniti tempuscoli, ma & pur sempre un tempo finito,

Del resto, nel tempo 0,2 (doppic del primo tempuscolo) Achille ha percorso 2
metri ed ha percit superato abbondantemente la tartaruga, che ha percorso solo
0,2 metri ed & quindi arrivata solo a metri 1,2 dal punto iniziale di Achille. Dun-
que 0,2 & un valore approssimato per eccesso del tempo cercato. 8i vede subito
che wtti i seguenti valori sono approssimati per eccesso;

0,2 0,12 0,112 09,1112 0,11112 ... 42

Infati, basta riconoscere che raddoppiande T'ultimo tempuscolo, Achille su-
pera certamente la tartaruga.

La rappresentuzione decimale dei razionali: le scatole cinesi
Fin dalle scuole elementari abbiamo imparato la divisione con resto di un intero
{dividendo) per un altro interc (divisoré). Possiamo esprimere in modo preciso
il significato di questz operazione per mezzo del seguente enunciato:

Dati due interi a, & (b > 0) esiste un'unica coppia di interi g, r (detti

quoziente e resto, rispettivamente) tali che si abbia @ = bg 1 r essen-
do0<r <h,
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L'enunciato € intuitivamente chiaro, se si pensa che g esprime il massimo nu-
mero di volte in cui & & contenuto in a; percid il resto & inferiore a &, 1l resto r &
nullo quando e solo quando @ & multiple di & (ciog: b & un divisore di ).

La divisione con resto si applica spesso al problema di approssimare una
qualsiasi frazione con un numero decimale. Anzi, nell'insegnamento elementare
la divisione con resto si applica quasi esclusivamente in questa circostanza.

I numeri decimali, come sappiamo bene, sono frazioni aventi per denomina-
tare una potenza di 10; ad esempio:

15 _ .. 35 243 .
QLim, Scolo,wd_ o= (24,3); ...

Dunque un numero decimale & un numero del tipo Sh_s_ dove 4 € un intero
relativo ed m & un intero positivo. Una frazione ridotta ai minimi termini si pud
trasformare in numero decimale solo quando moltiplicando il denominatore per
un intero lo si pud trasformare in una potenza di 10; questo accade, evidente-
mente quando i} denominatore contiene solo i fattori primi 2 e 5, Quando vi
sia anche un solo fattore diverso da 2 e 5, la cosa non & pit possibile,

P

Quando una frazione m nen € trasformabile in numere decimale, & possibile

approssimarla mediante un numero decimale, a meno di un decimo, di un cen-

tesimo, di un millesimo, ...

1
Vogliamo, ad esempio, approssimare la mmwmo:ow a meno di o Scriviame:
3 1 30 1 7-442 1 2 1 2
— T —— T — o ———— nm — = —

7 10 7 10 7 SA .JV 04+ % 7

In sostanza abbiamo trasformato le tre unitd in 30 decimi (come se avessimo
assunto il decimo come nuova unitd) e abbiamo eseguite la divisione di 30 per
7: il quoziente & 4 ed il resto & 2.

1
Adesso, per avere lapprossimazione a meno di T basta compiere un'ana-
2

loga operazione sulla frazione 5

3 1 20 1 {7-2+6 1 G 16
77067 =04 i AJIV =055 (243) =045

A queste operazioni si di solitamente il ben noto assetto grafico:

P

10T

Nelle divisioni con resto che noi eseguiame via via, i resti possibili sono i nu-
meri 1, 2, 3, 4, 5, 6: infatti { resti sono sempre minori del divisore, che €7, e non
possona essere 0 perché la frazione non & equivalente ad un numero decimale.
Quindi, ¢i posseno essere al pit 6 resti diversi (e ci sono effettivamente nel no-
stro caso); proseguendo, ci deve essere un resto che si ripete e, da quel punto in
poi, tutti i resti si devono ripetere ciclicamente. Questa constatazione ha carat-

tere generale:

sef ¢ [frazione che si viole approsstmare, vi saranno, al pid, g — 1 resti
Q . PRy
diversi ¢ quindi, ad un certo punto, si dovranno avere delle ripetizioni.

Gli allineamenti decimali che forniscono la migliore approssimazione per di-

1 1 1

i i f—, —==, —, ... sono dunque, da un
fetto di un oumero razionale a2 meno di 107 100° 1000 q

certo punio in poi, periodici, cioé constano di un gruppo di cifre che si ripete
ciclicamente. Questo faito era certamenie noto a tutti fin dalla scucla elementa-
re: qui abbiamo cercato di capirne il perché.

3

Tornando al acstrc esempio, il numero 5 & sicuramente compresotrale lei

numeri 0,4; 0,42; 0,428, 0,4285; ... sono i valori decimali con una, due, tre, ... wnmm,m

dopo la virgola, che meglic approssimano per difetfo il numero razionale 5 Si

deduce allora che { valori 0,5; 0,43; 0,429; 0,4286; ... sono i numeri decimali, con

una, due, tre, ... cifre dopo lz virgola, che meglio approssimano per eccesse il
3

numero razionale m Abbiame dungue la successione di intervalii:

151 [0,40,5] [0,42;0,43] [0,428;0,429] [0,4285;0,4286] ...
1 1 1 1 . C s

di ampiezza 1, —, —, ——, =——, .-- Essi hanno queste proprieta:

10" 100’ 1000 ' 10000

ciascuno & contenuto nel precedente;
le ampiezze degli intervalli diventano piccole quanto si vuole.
Chiameremo scatola cinese una successione di intervalli che godo-
1o dele proprieta 1 e 2,
1

Approssimiamo ora con numeri decirali la frazione 9 che abbiamo trovato

nel paragrafo precedente a proposito di Achille e la tartaruga. Si ha:




1 numeri 0; 0,1; 0,11; 0,111; 0,1111; ... ci fomiscono valori approssimati per
1 1 1
difettoa meno dil, —, —, —, ..., i { un'uniti ol i
no di ' 70" 100" 10007 Se aumentiamo di un'unitd l'ultima cifra,

siamo sicuri di oftenere i corrispondenti valori approssimati per eccesso: 1; 0,2
0.12; 0,112; 0,1112; ...

Queste sono appunto le successioni 4.1 ¢ 4.2 che avevamo trovato ne! para-
grafo precedente, Gli intervalli:

[0;1] [0,1;0,2] [0,11;0,12] [0,121;0,112} [0,1111;0,1112) ...

forniscono dunque una scatola cinese che racchiude il numero 3 Questa scatola

cinese ci permette di individuare perfetamente i1 numero, che avevamo trovato
allinizio del paragrafo 4.2 risolvendo l'equazione. Cosi la successione dei tempi
corrispondenti alle varie posizioni di Achille ha avuto una interpretazione inte-
ressante: il paradosso di Zenone ¢i & stato utile per presentare Ia soluzione del
nostro problema in una nuova forma.
Fino ad ora-abbiamo considerato soltanto scatole cinesi costruite mediante in-
- tervalli con estremi decimali. D’ora in poi accetteremo anche scatole cinesi:

* in cui gli intervalli hanno per estremi numeri razionali qualsiasi;

* costruite con intervalli degeneri (ricordiamo che abbiamo convenute di chia-
mare degeneri gli intervalli che si riducono ad un punto solo).

Lincommensurahilita della diagonale del quadrato con il lute

A questo punto dobbiamo presentare un fatto piuttosto sconcertante, Sappiamo
che cosa significa che un segmento & una certa frazione di un altro; dire che 7 &
N

_m di U significa che Ia settima parte del segmento U sta esattamente 3 volte in
T, 5i dice allora che 7 ha misura W assumendo &7 come unitd di misura,

Ed ecco il fatto sconcertante:

Non semprre la misura di un segmento rispeito ad un altro si pud esprimere
mediante un numero razionale!

Faremo vedere che la misura della diagenale di un quadrato rispetto. al lato
non s{ pud esprimere mediante un numero razionale (si dice anche che la dia-
gonale € incommensurabile con il lawg),

Sia dunque 1 la misura del lato € d quella della diagonale. 1l teorema di Pi-
tagora {che abbiamo appreso neila scucla media, e che ritroveremo pid avanti)
ci dice che la somma delle aree dei quadrati costruiti sui cateti di un triangolo
rettangolo & uguale all’area del quadrato costruito sull'ipotenusa (la figura rende
evidente questo risultato nel caso che ci interessa). Allora si ha:

1+1=2= ra
Dimostriamo che questa relazione non pud essere vera se & € un numero ra-
zionale. Infatti, supponiamo che sia d =2 essendo b e g interi (g # 0), che
q

possiamo pensare primi fra loro. Sostituendo in luogo di & nella uguaglianza
scritta, ricaviamo:

.hUN
7
da cui, moliplicando ambo i membri per g%, otteniamo:

24 = 7

Si tratta di dimostrare che questa relazione & assurda, Infatti essa i dice che
£? & un numero pari: ma allora anche p & pari perché se p fosse dispard il suo
quadrato sarebbe dispari (lo abbiamo dimostrate nel paragrafo 2.4). Possiamo
allora porre p = 2m. Percit:

2

28 = Amﬁum = 4w

Ma questa relazione, ragionando come prima, ci dice che anche g deve esse-
re pari. Siamo arrivati ad un assurdo perché p e g, essendo primi fra loro, non
possono essere entrambi paril

Vi & un altro modo pit rapido per rendersi conto che la relazione 247 = p?
{con p, g interi, g # 0) non pud essere vera. Scomponendo 22 e 4 in fattor pri-
i, si vede subito che ogni fattore compare un numero pari di volte in entrambi i
numeri {attenzione: se un fattore primo non compare, cioé compare 0 volte, I'af-
fermazione & ancora vera perché 0 & un numerc pari).

Seguiamo era le vicende del fattore 2: in 24° compare un numero dispari di
volte, in p? compare un numero pari di volte; allora I'uguaglianza & assurdal
Questa dimostrazione & pil intitiva: abbiamo perd avuio bisogno del seguente
risultato anche esso intuitivo, ma un po’ complicato da dimostrarsi:

Ogni intero si scompone in modo unico in fattort primi (a parte, s'intende,
Pordine det fattori: ad esempto: 30 =3-2-5=2-5-3).

La scopertz della incommensurabilitd della diagonale di un quadrato con il
lato fu fatta dalla scuola di Pitagora nel VI secolo a.C., ed ebbe un’enorme im-
portanza nello sviluppo della matematica greca.

Le scalole cinesi per rappresentare il numero 2

Se non si pud trovare-alcun numero razionale il cui quadrato sia esattamente 2,
possiamo perd trovare dei numeri razionali {(anzi, dei numeri decimald) il cui
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quadrato & molic vicino a 2. Questi numeri consentiranno di costruire una sca-
tola cinese che potremo chiamare radice di 2 e indicare cor i simbolo consueto
V2. Consideriamo gli intervalli [a; 8] in cui & < 2 e 5 > 2; diremo allora, anche
con un po’ di forzatura, che g & un'approssimazione per difetto € & una appros-
simazione per eccesso di 2. Vediamo ad esempio come si puo costruire una
opportuna scatola cinese che ci consenta di arrivare alla +/2. 1 & certamente
un valore approssimato per difetto, 2 un valore approssimato per eccesso; per
avere un'approssimazione migliore dividiamo Fintervallo [2; 2] in diedi intervalli
uguali:

Tabelia 1

|- AN EN N N W X A N
B 2 3 e |06 | 225 ][ 2,56 || 289 |[ 524 |[ et |
TR A A A A

Osserviamo questa tabella: nel passaggio da 1,4 ad 1,5 il quadrato passa da
un nurnero minore di 2 ad un numero maggiore di 2: lintervalio [1,4;1,5] &
nuovo intervallo di approssimazione.

Possiamo suddividere anche questo in 10 parti uguali. Troviamo;

1,412 =1,9881 <2  1,42* = 20164 > 2
Quindi abbiamo un intervallo di approssimazione [1,41; 1,42] contenuto nel
1

precedente, di ampiezza 100" Cosl possiamo continuare: abbiamo la seguente

tabella di valori approssimati.

Tabeila 2

EEEGEN 0 4 e e e ] a3
e eccsso AN I R iz

Ecco Ia scatola cinese che abbiamo costruito:
[1;2] [1,4;1,5] [1,41;1,42) [1,414;1,415] ...

1l procedimento che abbiamo descritto ci permette di proseguire indefinita-
mente determinando le cifre decimali una dopo 'altra, anche se non ¢’é una leg-
ge semplice (come era quella della periodicitd) che consenta di scriverle subito.

Abbiamao cosi costruito una scatola cinese: ma, a differenza di quello che acca-

deva prima {(nel paragrafo 4.3 abbiamo costruito una scarola cinese che contene-
3

va il numero wu, ora nella nostra scatola cinese non ¢’g dentro ... nulla (ciod non

c'e dentro nessun numero razionale: infatti, se ci fosse, il suo quadrato dovrebbe
essere esattamente 2 menire abbiamo visto che questo non pud accadere).

| numeri reali e le loro proprieta algebriche

Eccoci finalmente alla conclusione del nostro discorso. Vogliamo far vedere che
le scatole cinesi si comportano come veri € propr numeri, nel senso che:

4 L & E R 2 A

E possibile definire per esse delle operazioni di addizione e moltiplicazione
che banno tutte le proprietd considerate viel capitolo 1 di questo modulo; é pos-
sibile definire una relazione d'ordine che gode di tutte le proprietd messe in evi-
denza nel capitolo 3 (paragrafo 3.2).

Ci accontenteremo di dare urn’idea intuitiva di tutto ¢id. Cominciamo dalla rela-
zione d'ordine. Per capire come si pud procedere, cominciamo proponendoci di
voler confrontare fra loro due numeri x, 1 che non sono noti esattamente, ma
solo attraverso loro valori approssimati per difetto e per eccesso. Sappiamo,
ad esempio, che a<x < b c<y < d.

Se i due intervalli [a; &) € [c; d] sono disgiunti (cioé non hanno alcun punto in
comune) i due numeri X ed y sono ceftamente diversi: qual & il pid grande? Sup-
poniamo che sia b < ¢, ciog che il valore approssimato per eccesso di x sia mi-
nore di un valore approssimato per difetto di ». Non ¢'@ dubbio allora che deve
essere X < .

Un discorso analogo vale per le scatole cinesi, le quali appunto non sono al-
tro che una successione di intervalli di approssimazione. Consideriamo, ad
esempio, le_due scatole cinesi formate dai valori decimali approssimati di v/2
e +/3, rispettivamente. Ricordiamo che per /2 si hanno i valori approssimati del-
le successioni di Tab. 2, mentre per /3 si hanno i seguenti valori;

Tabelia 3

oo (SRR RE NN e me
- eereccesso  (IEEENRENIESEEE] I

Se prendiamo valori interi come valor approssimati, troviamo che 1 & valore
approssimato per difetto e 2 valore approssimato per eccesso, per entrambi.
Quindi l'intervallo [1; 2] appartiene ad entrambe le scatole cinesi, ma basta pren-

1
dere le approssimazioni a meno di 1o Pet trovare intervalli disgiunti. Infatti il

secondo intervallo della scatola cinese che rappresenta +/Z & [1,4;1,5], mentre
il secondo intervallo della scatola cinese che rappresenta /3 € [1,7;1,8]. Essen-
do 1,5 < 1,7, & chiaro che si deve scrivere /2 < +/3 {qui ormai i simboli v/Z, V3
stanno appunto ad indicare le relative scatole cinesi).

Ma pud accadere che due scatole cinesi, al contrario di quanto abbiamo fatto
suv2e 3, nonsi possano separare. Ad esempio, consideriamo le due scatole
cinesi:

& L & E B R B



Tabella 4

O I I cac e
BEEE 2 0 100 001 [ . ]
0
2
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Entrambe racchiudono il numero 1; notiame che: ciascun valore per difetto
della prima non supera ciascun valore per eccesso della seconda, mentre ciz-
scun valore per difetio della seconda non supera ciascun valore per eccesso del-
la prima Dungue, non & possibile trovare un intervallo della prima scatola cine-
se ed uno della seconda che sianc disgiunti.

La relazione che abbiamo descritto & una relazione di equivalenza tra scatole
cinesi; non sarebbe difficile verificare che essa gode delle proprietd riffessiva,
simmetrica e transitiva (rivedere a questo proposito il paragrafo 3.1).

Possiameo allora dare la seguente definizione:

Chiameremo numero feale una classe di equivalenza di scatole cinesi.

In parole povere: una scatola cinese individua un numero reale, ma pud es-
sere anche che infinite scatole cinesi, fra loro equivalenti, definiscano lo stesso
numero reale.

Questa definizione pud’'sembrare complicata, ma ha precedenti importanti:
siamo gid abituati, ad esempio, a dire che le due frazioni (diverse ma equivalenti
fra loro) rappresentano lo stesso numero razionale.

Vediamo ora come i numeri reali si possono sommare e moltiplicare fra loro.
Anche in questo caso I'idea buona i viene suggerita dal calcolo approssimato.
Supponiamo ancora che x ed y siano numeri di cui si conoscona solo valori ap-
prossimati per difetto e per eccesso. Sia @ < x < b, ¢ € y < 4. Allora, come ah-
biamo gid notato nel paragrafo 4.1, st ha a+c<x+y< b+ 4, ciog a+c¢
(somina dei valori approssimati per difetto) € un valore approssimato per difetto
di x + y, mentre b + d (somma dei valori approssimati per eccesso} & un valore
approssimato per eccesso di x + y. Ad esempio, vogliamo sommare il numero
reale +/2 con il numero reale +/3. Possiamo rappresentare i numeri con le sca-
tole cinesi considerate prima: uno degli intervalli che definisconc /2 & [1,41;
1,42]; uno degli intervalli che definiscone /3 & [1,73; 1,74). Allora, uno degli in-

tervalli della scatola cinese che rappresenta /2 + /3 sard i3,14; 3,16]. L'ampiez-
o 1 .
za degli intervalli originari era 106° t'ampiezza dell'intervallo ottenuta & % E
chiara che se avessimo preso per /2 e per /3 intervalli di approssimazione di
1 2
. llo di :
1000 avremmao ottenuto un intervallo di ampiezza 000"

dunque che, con questo procedimento, si cttiene una nuova scatola cinese.

§i intuisce

ampiezza

E se avessimo utilizzato altre scatole cinesi per rappresentare +/2 e /37 1l 1i-
sultato sarebbe stato diverso, ma si sarebbe tratrato di una scatola cinese equi-
valente 2 quella ottenuta prima. Sarebbe un po’ nojoso fare la dimostrazione
compieta di questo fatto, ma si intuisce che l'affermazione & vera,

Per il prodotto si potri fare in modo analoge. Consideriamo due numesi po-
sitivi (cioé, maggiori di 0). Possiamo rappresentarli con due scatole cinesi co-
struite rispettivamente con intervalli di approssimazione tutti positivi: molipli-
cando fra loro i valori approssimati per difetto si ottiene un valore minore di
quello che si ottiene moltiplicando i valori approssimati per eccesso. Ad esem-
pio, il numero /2 « /3 sari rappresentato da una scatola cinese che ha fra i suoi
intervalli Pintervallo [1,41-1,73;1,42 - 1,74] = [2,4393; 2,4708)]. 5i inwisce che
se in ciascuna delle due scatole cinesi si prendono intervalli di ampiezza molto
piccola, moltiplicando fra loro gli estremi (cio€ il valore per difetto- per il valore
per difetto ¢ il valore per eccesso per il valore per eccesso) si otterrd nn inter-
vallo di ampiezza molto piccola. Anche in questo caso si pud dimostrare che
cambiando le scatole cinesi che rappresentano [ due numerni reali, si ottiene
una scatola cinese equivalente alla precedente. Dunque, anche il prodotio fra
nurneri reali risulta perfettamente definito.

Nel prossimi anni, proseguende negli studi di matematica, avremo occasione
di ritornare con maggiore precisione e profondith sulle nozioni ora presentate.

Se dentro ad una scatola cinese '€ un numero razionale (nel senso che que-

sto numero & contenuto in tutti gli intervalli}, allora la scatcla cinese si identifi-
. . , . 1
cheri con queste numero {ricordiamo 'esempio della frazione < e della scatola

9
cinese di numeri decimali che abbiamo costruito), Se la scatola cinese non con-

tiene alcun numero razionale (ricordiamo il caso di /\mg_ allora si dice che essa
rappresenta un numerc frrazionale.

L'insieme dei numeri reali si indica con R (e lo si chiama anche retta reale
perché, per la relazione di ordinamento, § numeri reali possono essere rappre-
sentati su una retta, come vedremo piG ampiamente nel modulo della geome-
tria).

Cosi Finsieme Z (degli interi relativi) € contenute nellinsieme Q (dei raziona-
li) e questo, a.sua volta, & contenuto nellinsieme R (del numer reali).

Quest'uliimoe & dunque Finsieme numerico pill ampio che consideriamo, al-
meno per ora. DYora in poi, quando diremo numero senza altra specificazione,
intenderemo sempre numero reale,

Lu completezza dellu retta reale

La retta reale (come ormai possitamo chiamare I'insieme dei numeri reali) ha an-
cora una proprietd molto importante. Cominciamo.ad osservare che siamo in gra-'
do di costruire scatole cinesi di numeri rezli. La definizione & del tutto analoga.

Una scatola cinese nel campo relae € una successione di intervalli,
con estremi reali ciascono contenuto nel precedente, le cui ampiezze
diventano piccole quanto si vuole,

Occarre soltanto tener presente che ora si tratta di intervalli di numeri reali, con
estremi che sono numeri reali,

Ebbene, vale la seguente proprietd:



Propsicid i connpleessi: ol sostels chiese G stitizeri reali rwchinde

o wd b sodo nomeoe reale.

Per apprezzare 1a novitd di questa affermazione, occorre ricordare che la pro-
prietd di completezza non vale nell'ambito dei numeri razionali: una scatola ci-
nese di numeri razionali pué non racchiudere alcun numero razionale, come ab-
biamo constatato a proposito della incommensurabilitd della diagonale del qua-
drato rispento al late. Anzi, le scatole cinesi di numeri razionali ¢i sone servite
proprio per definire nuovi numeri. Niente di simile accade partendo dai numeri
reali: le scatole cinesi di numeri reali racchiudono sempre numeri reali, e non
numeri di un nuovo tipo.

Ecco perché la nostra proprieta si dice i completezza.

Come si dimostra la proprieta di completezza? Ne daremo Fz._n_mm sostanziale,
senza entrare nej dettagli dell'esposizione. Sia [er,; J,) una scatola cinese di nu-
meri reali. S teniamo presente che o, e 3, come numeri reali, sono rappresen-
tati ciascuno da scatole cinesi di numeri razionali, possiamo immaginare «, e
r, approssimati per eccesso e per difetto da nugoli di numeri razionali. Ebbene,
possiamo prendere un numero razionale 4, che approssima per difetto o, mol-
to da vicino, ed un numero razionale b, che approssima per eccesso 8, molto

da vicino. Se ja sceltz di @, e b, & fatta con giudizio, si oltiene una scatola cinese
" [@n, by] di intervalli razionali. Questa definisce un numero reale . si intuisce che
& proprio v ad essere racchiuso nella scatola cinese [ev,; Sa).

Nel proseguimento del nostri studi di matematica avremo occasione di vedere
importantissime conseguenze di questa proprieta di completezza,

A conclusione di questo capitolo, vogliamo esporre alcune nozioni relative
alla radice quadrata, di cui ci serviremo immediatamente,

E facile dimostrare, nello stesso modo con cui abbiamo proceduto per defini-

2 e /3 che, dato un numero reale 4 > 0, esiste uno ed un solo numero rea-
le x > 0 tale che x* = a. Questo numero si indica col simbolo /&

Insistiamo sul fawo che il simbolo /& indica il numere reale non negativo x
tale che 2% = & E errato, ad esempio, sctivere v4 = —2, almeno se si intende
che sia anche v/4 = 2; infani per la proprieti transitiva dell'uguaglianza, ne de-
riverebbe che 2 = —2,

Analogamente, per ogni numeto intero positivo #, si ha che, dato un numero
reale 4 > 0, esiste uno ed un solo numero reale x > 0 ale che x” = g; nle nu-
mero si indica con 1 simbolo {Ya e si legge radice n-esima di @; {@ si chiama
radicando e # indice della radice). Osserviamo che per 7 = 1 la radice coincide
con il radicando: Ya=a

Ed ecco, infine, alcune proprietd importanti che lasciame da dimostrare al let-
tore:

Sex>0,y20: yx-y= Jx- ¥y
Se 0 < x < y, allora §x < 7.
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