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caritoro 1

SUCCESSIONI

Obidettivi specifict

» riesaminare l'insieme dei naturak dal
purtio i vista delle proprietd che Lo
caranerizzano;

« saper dare la definizione di una suc-
cessione sia mediante il termine gene-
rale che per ricomenza;

» essere in grado di fare congetture sul-
le formule che esprimono certe suc-

Obiettiva generale del capitolo & quello di introdurre le successioni numeriche, pre-
sentando alcune delle proprietd che esse ereditano dallinsieme dei numeri naturali.

= comprendere, a partire da opportuni
esempi, Mmportanza della costruzio-
ne ¢i modelli matematici, con signifi-
cate sia descrittivo che predittivo;

« saper operare SU Progressioni asiime-
tiche & geometriche, e sapeme caloco-
lare somme parziall;

« saper utilizzare il metodo della dimo-

cessioni; strazione per induzione.

i [T 1.0 | Intvoduzione alle successigni

Nel corso di questi anni avrele a pit riprése sindiato linsieme M dei numert na-
murali. Rivolgiamo ancora una volia l'attenzione a tale insieme, considerando in
particolare la relazione d’ordine che lo caratterizza, € che possiama descrivere
mediante Je seguenti proprietd:

* esiste in d un primo elemento, plii piccolo di ogni altro, lo zen

* ogni elemento ha un immediato successivo;
& ogni numero, tranne 0, & successivo di un altro nurnero;
» partendo dallo O e passando all'elemento successivo un cero PUMerc di val-

te, si pud raggiungere ogni elemento di K.

0—=1—23-4-5-0.

Nel linguaggic di tutti { giorni usiamo talvolta il termine ‘successione’ pex indica-
1e una sequenza di oggetti presi da un certo insieme. Nel linguaggio matematico
a questo termine viene dato un significato preciso:

Dato un insieme T, si dice suecessione a valori in I' uprapplicazione di
MinT.

Notiamo che i una successione un elemento di T pud essere ripetuto pi volte,
da! momento che I'applicazione di cui parla la definizione non & necessariamen-
te iniewiva, Come esempi possiamo considerare le seguenti successioni a valori
in @ {o anche in R), visualizzate dai grafici in figura:
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Nella seconda successione i numer 1 e —1 sono ripetuti infinite volte; 1a terza
successione & quella stessa degli interi natorali (dunque I'applicazione di cui
parla la definizione &, in quesio caso, l'identitd).

1 valor di una successione (che si dicono anche termini della successione) do-
vrebbero essere indicati, secondo le nomzioni che gid abbiamo usato per le ap-
plicazioni, In questo modo:

a(0), &), a2,
ma & pit abituale la notazione:

€y, ay; €2, [2:1 (L} ey, e 2

in cui l'intero naturale & scritto come indice, cioé a destra della letterz che indica
la successione, e leggermente i basso.

Assegnare una successione significa assegnare inflniti valori (& lz prima volta
che affrontiamo consapevolmente il problema della costruzione di un insieme
infinitc). Tuttavia negli esempi che abbiamo considerato sopra non ci siamo sen-

titi a disagio, perché era del tutto chiara intenzione di assegnare una ben deter-
minata legge di formazione dei termind.

Come assegnove Uny suLcessione:

mediante il termine generale ...
La prima delle successioni T pud essere rappresentata cosh:

per la secondd delle 1 si ha;
Bn = A.I.Ca
mentre la terza si pnd rappresentare cosi:
ay =1

In mutt questi casi la successione & assegnata rappresentandc 4, <on una ben
determinata espressione, che viene detta iermine generale della successione.

..oppure per ricorrenza

Vi sono altri modi interessanti per assegnare una successions; uno, molto impor-
tante, consiste nelf’assegnare ! primo termine gy € una ben determinata regola
che permette di passare da un termine al successivo. E evidente allora che, uno
dopo l'altro, si possono ottenere witt i termini della successione. In questo caso
s dice che la successione & definita per ricorrenza (0 con procedimento ricor-
sivo),

Esempio 1 Le progressioni aritmetiche

Consideriamo la successione definita ponendo & = b, dpy = @+ b, dove be
b sono numeri reali fissati. Evidentemente la successione risulta:

b, b+bh, b+2b, b+3h
dal momento che, una volta ottenuto @y, sl ricava @, aggiungendo la costante b:
On 25 Gt = o+ b
E molto faelle, in questo caso, esptimere. il termine generale:
ap,= b+ nb 3

o=h +nh
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5i dice i i
1 dice %.Hh“uwmcnnm%_oan dt questo tipo & una progressione aritmetica con
e coppie e vmud..ﬂmﬂﬂ @m Se rappresentiamo in un rifeimento cartesiang
4 v i), che tti § i ivi
i ozt ! punli rappresentativi stannc su una re
y=bx+b
La 3 ha se i i
150 anche per » interg negativo; l'estensione della funzione agli inter]

A \
ne w_wms .Mco mmmm_.n. anch'essz fara per ricorrenza: per oftenere a da a
evidentementé softrarre b (anzich sommario, come si m»nmm%,wma } -
0, al.

Esempio 2 Le progressioni geometriche

Un‘altma successione che ci & 84 nota da tempo & quella delle potenze di un nu-

mero & fissato {che & de ; ; ;
e ¢ dette base). Possiamo definitla mediante queste due rela-

(o
By =@, - b 4
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; ammﬂnwmhm_ozm.w definita per %= 0=, una volta che sia definita per un intero »

soe per fintero successive: cosi & definita per Ogni intero namirzle .
i ha: .

=1
a_”W

Gu=0-b-b. .bh=p"
n famori

L'intero 7 & chiamato, come s 54, esponente della potenza B".

Se b =1, tutti i termini della i i
costemes, subcessione rimangono uguali a 1 {a successione &

Se la base & & maggiore di 1, si Intuisce che le successive potenze crescono al
erescere dell'esponente, diventando pit grandi di ogni numero, Una dimostra-
zione precisa di quesio importante fatio verrd data pid avani.

Se &0l < b < 1 la successione délle potenze & decrescente, € si inmisce che al
erescere dellesponente r, b diventa pit piccola di ogni numero positivo fissa- .
to. Anche su questo torneremo pid avant.

La successione @, = b & definita per # 3> 0; pud essere estesa a tutti gli interi
relativi, ciog allPinsieme Z, in modo che continuine a valere le &; in altre parole:
il passaggio da un termine al successivo sl deve ottenere sempre mediante mol-
tiplicazione per b; allora & chiaro che, supponendo & # 0, il termine immedia-
tamente precedente un dato termine si deve ottenere da questo mediante folti-
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E raturale continuare a usare il simbolo di potenza per indicare i termini corri-
spondenti agli interi negativi, quindi si pord, per ogni intero negativo —#:

_ ny"_1
=) ;

Cosi abbiamo introdotto Iimportante notazione degli esponenti negativi, di cui
ci serviremo spesso in seguito.

Se indichiamo con f la funzione n — b" definita in Z, vale la seguente impor-
tantissima relazione:

Jlm+n)=f(m)-f(n). 6

Questz & evidente se m e n sono entrambi positivi o anche se sono entrarmbi
negativi {tenendo presente la §). Supponiamo che n e m siano interd di segno
opposto: sia m > 0'e n= —k, con k > 0. Risulta:

B

Man __ m Ih."ll.
BB = b7 3




. eApttoro 1

E evidente allora che, se n2 > &, questa si pud scri =4
o , questa si pud scrivere 54 menrese @ k > m
1

bR

in omE caso risulta verificata l1a relazione 6.

1 m_@n__wnnno che abbiamo dato a] simbolo 5™ per 1 < 0 & convenzionale: s tratta

erd ! i i he !
Mp Dl und convenzione obbligatoria se si vuole che, ponendo f(#) = 5%, val-
Pill in generzle, possiamo considerare una successione del tipo:

A Ak AB, AP,

dove ».n.w. 50nG numeri assegnati. Essa viene detia progressione geometrica con
§_9.m.. .::ﬂ&n Ae ragione b. Evidentemente si tratta della suceessione delle po-
tenze 2 esponente intero di & moltiplicate per Iz costante A. Essa pud essere m__m'
finitz anche per ricorrenza mediante le seguenti relazioni:

(e
Appl = - b

che sono un'cvvia variante delle 4.

— &5]»

Esempio 3 K fattoricle
La successione cosi defipita:

pt=1:2-3-4- .-(n—1)-n=mn!

viene chiamatz fauoriale e indica il numero delle joni
: permutazioni (ossia degli ordi-
“m%gﬁo che st possone fare in un insieme di n element. eeliord
ediamo ora come la successione fattoriale si pud costruire medi
. . iante un proce-
dimento per ticorrenza. Conviene ampliare la definizione ponendo 0! = “__u>=ox
ra la definizione ricorsiva del fatoriale ¢: .

{an
An =dy-(n+1)

Zonmn._o che in questo procedimentc per ricorrenza I'espressione che d3 g,
contiene non soko @, ma anche lntero ».

@anﬁu.oam..no,s # termine successione si indica anche un'applicazione defi-
nita in un solteinsieme di N formato dai numeri che seguono un intero fissato

) 1.
Ad esempio a,, = S ¢una successione definitz per n > 1,

sioni mowoio

E importante osservare neil'andamento di una successione certe regolaritd: per

la successione g, < d

s si ossetva che ogni valore & maggiore di quello che lo

2

precede immediatamente, mentre nella successione by, = Amv i ogni termine &
minore di quello che lo precede immediatamente.

Successloni di questo tipo si chiamano monctone; pil precisamente:

data la successione a, a valori reali, essa si dice:
* crescente, se ¥ € N, ay.1 > G,

» non decrescente, se i € N, a, .1 > ay

o decrescente, e Vi € N, ay 1 <A,

o pon crescente, se W N, d, .1 S,

Non ogni successione & monotona: fa successione by, = #n? — 8n + 1% non cor-
risponde a nessuno dei quattro casi elencati nelia definizion€ appena data: 0s-
serviamo, infatti, che & =8 e b =3, quindi & > &, ma k=3ebl=81la
successione &, non ha né un andamento crescente né un andamento decre-

scente.

Alcune successioni inforessanti

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che una successione pud essere defini-
ta mediante un procedimento per ricorrenza. Ora ci proponiamo di far vedere
che queste procedimento non & solo un artificio matematico: 2nzi, molte succes-
sioni che servono per descrivere fenomeni naturali vengono sponlaneamente
introdotte mediante una relazione ricorrente {ad esempio con intervallo di un
anno) e spesso la simazione che si verifica a un certo tempo dipende in mpde
ben determinato da quella del tempo precedente (ad esempio da quella dellan-
no precedente).

Vediamo orz alcuni esempi.

Esempio 4 Un modelio matematico: I'accrescimento geometrico

Supponiame che una cena popolazione biologica aument ogni anno di una
quantiti proporzionale al numern degli individui presend, con un coefliciente
di proporzionaliti % (che rappresenta l'eccedenza dei nati sui morti), Allora, in-
dicando con a, il numero. dei soggetti presenti nell'anno #-simo, si ha:

By = tin + Rap = ﬂ._ +$b:

Si avea allora @, = (1 + £)Y"a; questa & una progressione geometrica con valore
iniziale @, € ragione 1 + B. In questo caso si dice che vale la legge dell'accresci-

mento geometrico (0 nataralel.

Esempio 5 Un aliro modello: Faccrescimenio con visorse imitate

L'accrescimento geometrico di una popolazione biologica st pud verificare solo
quando & disponibile una quantiti illimitara di risorse. Supponiamo ora che, nel-
Fambiente dove vive una centa popolazione biclogica, vi siz una quantitd di cibo
bastante solo per b individui e suppeniamo che Fincremento annuale della po-
polazione sia propozionale alla quantitd df risorse non ancora sfrutrate.

indicando con 4, il numere degli individui presenti nell'anno #-esimo, l'incre-




CAPITOLO 2

LIMITI DELLE SUCCESSIONI
P OBIETMVIL

Obiaitiv generalidel capitolo sono l'introduzione ¢ la formalizzazione del concetio
di limite di una successione e la caratterizzazione della refta reale per mezzo della
proprietd di completezza,
Obiettivt specifici: )
» saper descrivere il comportamento al- = saper esprimete la proprieti di com-
Pinfinito di una successione usande  pletezza di un insieme numerico;
un linguaggio tecnicamente comett; e essere in grado di trovare l'estremo
« saper calcolare, se esiste, il.limite di superiore e inferiore di un Insleme
una successions; numerico, riconoscende i particolare
-%5%@0&:&353&00@- eventuall massimi o minimi.
portunc algebra dei limiti;
» saper calcolare la somma di alcuni tipi
di serie & termini positivi;

La nozione di limite di pna succossione

Esaminando gli svariati esempi di successionj a valori reali considerati nel capi-
tolo precedente, siamo portati spontanearmente a metiere in evidenza alcuni
comportamenti Lipici.

1 Visono successioni, come la successione dei quadrati degli interi naturali:

Dn .__J .A_ O__ Nm. L) vﬂw.-

i cuj termini, al crescere dell'intero », crescono oftre ogni limite. Anche: la suc-
cessione che rappresenta Facerescimento geometrico, il cui termine generale &:

an = (1+ &)

ha un comportamento di questo tipo se il coefficiente & € positivo. (Con un sem-
plice programma al ealcolatore se ne pud studiare l'andamento, dando a kead
a, dei valon particolari, ed & moko istruttiva osservare cosa succede),

2 In alui casi, il termine generale si avvicina sempre pid a un numero reale. Ad
esempio, i termini della successione:

1 1 1 1 1 1
1 N t m 1 -% 1 w_ bt | n + ”_. 1
si avvicinana sempre pi 4l valore 0, mentre i lermini della successione:
1 2 3 4 "

O_ M« W‘ Mq mu R n+1

]




si avvicinano indefinitamente al valore 1. Ha un comporamento di questo tipo
la successione che abbiamo introdetto nel paragrafo 1.2 {esempic 5} per studia-
re l'andamenta di una popolazione biologica in presenza di risorse limitate. (Ri-
vedere la tabella costruita in un casoc particolare).
La successione:

4, -1, 1, -1, 1,

che ha come termine generale {—1}", oscilla fra i valori 1 ¢ —1.
La successione:

_J |N. 3, L. W« |m-

& anch'essa oscillante, perd con ‘oscillazioni che diventanc sempre pid grandi.
Queste ultime due successioni, cosi come mohissime altre, non hanno nessunc
dei comportament; ¢he abbiamo osservato nel primi due punti: le classifichiamo
quindi in una terza famiglia. In questa famiglia troveremo dele successioni dal-
I'andamento assai bizzarro!

Nel descrivére guesti comportamenti tipici, ci siamo serviti di espressioni sugge-
stive, come: ‘cresce oltre ogni limite’ oppure: ‘s avvicina indefinitamenie al va-
lore...', che perd non hannc un significato preciso. E necessaric che precisiamo
questo significatc mediante opportune definizioni. Cominciamo dalla prima si-
mazione. Per chiarire che cosa debba significare che la successione a4, ‘cresce
oltre ogni limite’, possiamo immaginare un gioco fra due persone: la prima fissa
a suo arbitrio un numero # (e lo pud prendere anche grandissimo) la seconda &
tenuta a rispondere alla mossa esibendo un intero r tale che per ogni interd #
maggiore o uguale di r si abbia:

dp = m 1

Ad esempio, nel caso della successione dei quadrati: a, = n?, per avere n* > m
basta prendere » > +/m (supponendo che m sia stato scelio positivo), quindi
lintero r pud essere presc uguale al primo intero che sia maggiore o uguale
a y/m. Se abbiamo preso m = 108, sl potrd prendere » = 10%. Solo se il secondo
giocatore & in grado di rispondere a ogni mossa del primo (cio& ¢ In grado di
contrapporre a ogni m un 7 tzle che per ogni 7 > 7 valga la 1) possiamo ragio-
nevolmente dire che la‘successione @, ‘cresce oltre ogni limite’.

Abbiamo parlato poce sepra di ‘primo intero che sia maggiore o uguale a /n:
possiamo eliminare questa espressione un po' ingombrante, introducendo la no-
zione di parte intera dif un numera.

Dato un numero reale @, si chiama parte intera dia e si denota con [a]
il pifi grande intero minore o uguale ad a.

Con guesta nozione, il primo intero r maggioré o uguale a /m & [y/m] + 1.

Definixione di limite Infinlto
£d ecce allora la definizione precisa:

$i dice che la successione di numeri reali g, tende a Foc e si scrive:
Hma, — +x

163

se, gualungue sia il nufnero wr, esiste un intero » tale che per ogni
= r 5i abbia:
Ty = m

Come si vede, l'espressione ‘tende a +oc’ viene qui usata in luogo dell’'espres-
sione pit vaga *cresce oltre ogni limite’ che avevamo usate prima. Poiché nell'e-
spressione di @, possono comparire pit varabili, useremo spesso la notazione
pill completa;

lim ay = 40

H—o0
in cui viene messa in evidenza la vanabile rispetto a cui si fa'il limite.
Quanto al misterioso simbolo +co (che si legge 'pil infinitc”) avremo presto oc-
casione di motivarlo.
Vediameo ancora un esempio. Consideriame la progressione geometrica di ragio-
ne & B ’ -

1, b &, B, ., &

Si trarta della legge dell'accrescimento geometrico che abbiamo richiamato so-
pra, in cui si & poste & =1+ %k e si & preso, per sempliciti, @ = 1, Vogliamo
dirnostrare che se & b > 1 {cioé & > 0), si ha:

fim B" = to0

H=00
Questa affermazione £ intvitivamente evidente; per dimostrarla ricordiamo I'im-
portante disuguaglianza che abbiamo ottenuto nel paragrafo 1.4, formula 19:

P =(1+k)">1+nk "' 2

valida per 22 0.
Inn base alla nostra definizione, si tratta di fare vedere che, fissatc un numero m
qualsiasi, & possibile trovare un intero r tale che, per # 2 r, sia:

&" > m 3

Ora, a motivo della disuguaglianza 2, la 3 vale certamente se risulta:

14+nk=m . I )
cicd se &: m—1

n> %
{ricordiamo che abbiamo supposto & > 0). Se r = Q%WJ +1,pern > rvale

allora |z 4 e percid Ia 3. Cosi dunque P'affermazione & dimostrata,
Una variante abbastanza ovvia della riostra definizione é quella del limite a —co.

5i dice che Ia stocessione di numerd reali o, tende a —oc e si scriver
Bmoa, = -oc
M-

se, gualungue sia il numero m, esiste un lntero r tale che pern > rri-

sulta;
O, <m




EAPITOLO -EUMITEDELLE SUCCESSION

E facile verificare, ad esempio, che la successione:
0, -1, =2, =3, ., -n

formata dagli opposti degli interi naturali tende a —oo. Fissiamo infani un nume-
ro m e vediamo per quali valod di # si ha:

—nEm

Questa disuguaglianza equivale allz # > —m, quindi & soddisfatta per # > r, es-

sendo r=[—m] + L.

Un’csservazione quasi ovvia: nella definizione di #ima, = 400 possiameo Jirni-

tarci a prendere # positivo, Infatti, se sappiamo ‘rispondere alla mossa' quando

. m € positivo, a maggicr ragione lo sappiame fare per m < 0. Analogamente,
nella definizione di #m a, = —co 3i pud préndere sempre m negativo.

Definizione di limite finito

Passiame alla situazione esaminata nel punto™2: abbiamo Mavvicinamento inde-
finito dei termini di una successione 2 un numero reale.
1a definizione precisa & Ia seguente:

Sl dice che la snccessione di numeri reali g, tende al nnmero reale ! (o
ha per Emite I) se, per ogni numern positivo <, esiste un intero » tale
che pern > r sia:

@, —I <« 5

Per indicare che Iz successione a, tende ad ! si scrive: lim a, = I, oppure, con
pid precisione;

ma,=1.

e
La struttura Jogica di questa definizione non & diversa da quella precedente. An-
che qui, per chiarire la definiziéne, possiamo pensare 2 un gioco fra due persone:
il prime fissa il numero ¢ positivo; per mettere in difficoltd il suo avversario, sard
indotto a prendere £ molto piccolo. Il secondo giocatore, per dspondere alla mos-
sa, dovri avvicinarsi a { per meno di £ e sard quindi costretic a preadere il numero
r molto grande: Pinipontante &, comungue, che resca a trovare un tale r,
1a sua strategia consisterd ne{ fissare, una volta per mtte, una funzione £ — (&)
di rispostz, cioé tale che per 1 = r{e) valga la. 5.
Dimostriamo, applicando letteralmente la definizione, che:

#n
i
amnt1

=1
Fissato un-numero € > 0, consideriamo la disuguaglianza:

n -1l =e &
n+1

che & pud scrivere:

Fig. 1

e anche, dal momento che & cenamente #+1 > 0:

1
<&
a+~im

Guesta, a sua volta, si pud scrivere:

nrx——1

3

Se r(e) = m - L +1, per 1 = r{g) & soddisfata la 6. Cosi la dimostrazione &

conclusz. .
E anche interessante Ia traduzione grafica della nozione di limite. Consideriamo

nel pianc cartesiano la striscia formata dai punti {x, ») tali che ly=Ii<e

P

Q 2 3 4 5 & 7 B %

Ebbene, la definizione ci dice che | punli rappresentativi della successione
{#, an), per n abbastanza grande, stanno tui nella striscia. Si dice anche che
sono deftnttivamente contenuti nella striscia; in seguito sard comodoe dire che
i termini di una successione possiedona definitivamente una centa proprietd
se la possiedono a partire da un certe indice. Ad esempio, diremo che i termnind
della successione @, = # — $ sono definitivamente positivi (infaiti sono positivi
per 12 0).

I due tecremi seguenti sono importanti per comprendere meglio Ja definizione
oi Jirnite.

L'vniclta del imite
Se una successione a, tende a un limite, questo € unico.

Per dimostrarlo supponiamo per assurdo che la successione @, CONVErga verso
due limiti distinti, 4 € &, Possiamo evidenterente supporre che sia i < &.

__ _u
Fig. 2 ! j

—h . . ;
Prendiamo un & positivo che sia inferiore a & 3 1. in tal modo 1 due intervalli

[h—c, h+e] e [k—e b+e] non hanno punt in comune. Essendo
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lima, = 4, possiamo trovare un intero n tale che per #2 n si abbia

|#: — 4| < € (ciod: i punti della successione stanno definitivamente nel primo:

intervallo); analogamente, essendo fim a,, = L, possiamo trovare un intero #; ta-
le che per # 2> ry si-abbia |4, — k| < € (ciod: i pund della successione stanno
definitivamente nel secondo intervallo). Indichiamo con # il maggiore dei due
interi 1y, #3; per # 2 7 I punto @, doviebbe apparnenere sia al primo che al se-
condo intervallo, € questo & evidentemente assurdo.

L'uniciti del limite ci permette di dire ‘#limite della successione @, (usando l'ar-
ticole determinative),

Lo permunenza del segne

Eumm? Se una successione tende a un limite positivo, i suoi termini sono de-

finitivamente positivi,

Dimostrazione: sia { > 0 il imite delfa successione @,.

i
Preso £ = 7 sia r tale che per ogni intero m > r risulti:
!
_h! - m_ m M
Da questa disuguaglianza si ottiene la seguente:
M K
P .
@m—t=273
da cui
i
Oy = M >0

Dunque, per ogni m > ¥, @y, fisulla positivo.
Ovviamente, se la successione tende a un limite negativo, § suoi termini risultanc
definitivamente negatvi,

Un‘osservacione importants

Se & fim gy = {, non & detic che 1z successione @, debba avvicinarsi a ! sempre
crescendo o sempre decrescendo. Ad esempio 1a successione:
1 1 i 1 1 1
L] 27 3 ’ e 5 1 6’
tende z 0, tuitavia non & né crescente né decrescente: & oscillante, ma con escil-
lazioni sempre pitl smorzate, Non & neppure detto che l'approssimazione mi-
gliori nel passare da un termine al successivo {ciog che la successione
|a, — I sia decrescente). Ad esempio, nella successione:
1 1 1 1

0 1 = 0 = IS } 1 =1
1 - 2! 1 w_ & 3 0 5

il limite (che & 0) viene raggiunto, ma anche lasciato, infinite vole.

T eaRITOLS

277 LLMITE DELLE SUCCESSIONT

Successioni infinltesime
Una successione che tende a zero si dice infinitesima.

Rileggendo con curz la definizione di limite finito, si scopre che Iz successione
@y tende al limite | se e solo se la successione a, — | € infinitesima. Questa os-
servazione cf sard moho utile nel prossimo paragrafo.

A proposito di nomenclatura: si dice che una successione & convergente se tende
a un Jimite finito mentre si dice che & divergenie se tende a +0o oppure 4 —oo,
Rivedendo dunque la classificazione fatta all'inizio, possiamo includere nel 4-
po 1 witte le successioni divergenti (a +00 o anche a —c0), nel tipo 2 e le
successioni convergentl. Nel tipo 3 includeremo tutie le altre,

Operazionl algebriche o limiti

Nel paragrafo precedente abbiamo introdotto l'operazione di limite; & utile ve-
dere come essa si comporiz in relazione alle operazioni algebriche tra successio-
ni: addizione, moltiplicazione, operazioni di opposto e di reciproco. Ecco un
quesito tipico: se 4, e b, sono successioni a valori reali, ¢ spentaneo chiamare
successione somma la successione a, + b,; ebbene: se a,; e b, sono convergen-
ti, come si comporta la successione somma? ¥ abbastanza naturale congetturare
che essa converga verso la somma dei limiti. Analogo quesito si pone per la suc-
cesstone prodotto a, - by, per la successione degli opposti e def reciproci dj uma
successione 4y,

Ecco un primo risultato importanie:

1 limite della sutcessione somma

e le successioni a, e b, tendono ai imiti I, e #, rispettivamente, la
successione somma a,, + b, tende al Himite §; +1;.

Prima di dimostrare il teorema, dimostriamo un lemma, che & un caso particelare
del tecrema stesso. (5i usa chiamare lemma una proposizione di carattere tecni-
ca, che ha un ruolo strumentale nella dimostrazione di un [eQrema).

1z successione somma di due successioni infinitesime € una sueces-
slone infinitesima. ’

Anzitutto,ricordiamo la disuguaglianza che sussiste per i valori assolutd det nu-
meri reali;
%+ 7] < x|+ 1y 7

Siano ora @, € B, due successioni infinitesime. Fissiamo un numero € > 0.
Esiste un intera 7 tale che per # > » risula:

£
_..H_a_ = 3 a

a ., m, .‘
hmm mm::::ﬁm_d_uomﬁa.o.mdnrm 3 € un pumero vom_céu .»bm_owmagﬁ.




essendo anche Ia successione 8, infinitesima, esiste un intero r; tale che per
# 2 # dsilta:
_h:_ <z g

Siz ora r il maggiore def due interi ry @ »; per # > » valgono siz |a 8 che la 9.
Applicando Ia disuguaglianza 7 si ha allora:

£
et + Au| < |l + |54l MM._. =€

£
2
Dungue, per n > r:

_9_._ +.m_a_ <e 10

Questa appunto ¢i dice che |a suecessione o, + f, & infinitesima,
E facile ora dimostrare il tecrema T3. Come abbiamo osservata a conclusione
del paragrafo precedente, affermare che o, tende a 4 equivale a dire che la suc-
cessione a, — 4 & infinitesima.
Poniamo a, — § = o, cioé a, = § + o, 13 successione a, & infinitesirma, Ana-
logamente, ponendo b, — & = B, ciog b, = L + 3, la successione 8, risulta
infinitesima. Penanto si pud scrivere:

e+ bn=h+ L+ {e,+8n)

1l lemma ora dimostrate ci dice che 1a successione o, + Gy € infinitesima, Que-

sto equivale appumo a dire che la successione a4, + &, ha come limite 4 -+ 5.
[

Il limite della successione prodotto

Occuplamoci orz della successione prodotto di due successioni convergenti, Per
procedere pit speditamente, € opportuno premenere due semplici lemmi.

La successione prodotto di due successioni infinitesime & infinitesi-
ma.

$iano o, € g, due successioni infinitesime; fissiamo un aumero & > 0, arbitrario.
Esiste un intero #y tale che per # > ny rsulta

|| <€

Esiste un intero 73 tale che per n > ry risulta:

[8al <1
{anche 1 & un numerc positive). Sia r il maggiore fra n ed 1. Per # > r si ha:
_Q: . .Qa_ = _Q:_ . __m_a__ <e-1

Uc_un:ﬁ per n = rsi ha:
&n.,a - _m..._ <E

Pertanto la successione o, - 8, € infinitesima.
Ed ecco il risultato. che riguarda la successione prodotto:

Se le suceessioni g, e b, tendona ai limiti f, e {3, rispettivamente, Ia

successione prodotto a, - b, tende al limite I -1;.

Dope 1.2 e 13, la dimostrazione del teorema € molto semplice. Per ipotesi, pos-
$EMO potre: ¥
anp=h+ap, W:“&n—..mz

dove ay, & A, sono successioni infinitesime. Si ha: )
oty - By “.:_HATQ:u .:m+~.®=w“ h-btoay - b+4 ..9..—.93.‘@:

PerL2 e L3, le succession an, - &, & » B, @y - £ s0no infinitesime; per L1 la suc-

E g lasuccessione prodotto di una successionc infinitesima per una suc-

cessi F & : . [P . .

, one costante & inflndiesima, cessione oy - & + & - Bn + @, - 8, & infinitesima. Questo ci dice che la successio-
. . P . R ne 4, - &, ha come limite 4 - &.

o ) Sia r, una successione infinitesima e sia % una costante. Se é k£ = (), la succes-

o stone prodotto k- a,, & nulla, ed & percid, banalmente, infinitesima. Sia & # 0.

- o Preso un aumeroe € > 0, sia 7 un intero tle che per # > # risulti: - 1 limifi della successione opposta a reciproca
) ST o] < £ E s  Selasuccessionea, tende al limite /, I successione opposia —a, ten-
| oy ST de al limite —I.
L ; ., . La dimostrazione & molto semplice e la Jasclamo come esercizio al lettore.
i B teniamo presente che anche — & un numere positivo J.

m
Te[

14 8 Se Ia successione g, tende al limite I, diverso da 0, 1a successione re-
.—

Yy E I Per 1 2 # si ha allora: . ciproca > cende al Hmite w
; Ch ‘ Prima di passare zlla dimostrazione vera e piopria, dobbiamo fare un'osserva-
P ,1_“ 3t d_ Dunque, per # 2 # risulta: zione sull'enunciato, Chiediamoci: la successione reciproca W & definita? Vera-
_ \.u. _w.na_mm. Bm:ﬁw_u:o.m:umvoﬁmn;o:nmn_cnnnrmvmﬁng_nrnwn&nm=mEa=Hom,ﬁm7

hrey i [« cen = [#] - |exa] < [&]-

SER
3 - . tanio, l'espressione non sia definita; perd & certo che per valori di » abbastanza
¥ Questo ci dice che la successione & - &, & infinitesima. manmm & M._ #0 P o
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Infatti, per il T2, i termini della successione sono o definitivamente positivi, 0

definitivamente negativi; pertanto il nostro enunciato ha senso, a pato di consi-

derare eventualmente la successione (hl definita solo per » abbastanza grande.
H

Conviene, comungue, procurarsi una disuguaglianza analoga a quella che ab-

biamo usato per dimostrare il T2 Essendo, per ipotesi, fim dn = ! conls#0,

esiste un intero n, tale che, per ognl 7 > i sl ha: .

— ==
_h: _|N

e si ricava facilmente:
s
el 2 11 = 12
Da questa disuguaglianza ne deriva un'altra, che & il punto centrale della nostra
dimostrazione. Per 7 > 7 sl ha:

1 H_|§_|,_m.nu_§|_ﬂ_

PP BT R T
Fissato un £ > 0, & possibile wovare un intero # tale che per n 2 n sia
gl
¥
11
Basta evidentemente che per # = # sia |, — /| <

Can 1

<e.
e 1
2

€ ¢i6 & ancora unz vol-
ta possibile perché & Hma, =L
Dunque, detio 7 il pill grande dei due pumeri n & r, 5i ha, per w2
1 1
———
Aaa 1=°

e questo ¢i dice appunto che aﬁP = m.
fn

Dai teoremi dimostrati si deducono molte conseguenze ovvie: ad esempio, se 4,
e b, sono successioni tendent ai limiti /, e & rispettivamente, la successione
a,— byiendea f — b Sepold b #£0, Emcnoammgmmﬁn&num.

La completexza della retta recle

1l principale problema che abbiamo affrontato in guesto capitolo & quello di ve-
dere se una successione & convergente, cicé se tende a un limite fnito. In certl
casi il limite balza subito agli occhi, in alt casi non & facile decidere: pud darsi
che il linite non esista, oppuse che esista ma non lo sappiamo riconoscere fra
numeri che di soro g notk. Insomma, & importante sapere se esiste il limite di
una successicne, prescindendo dal fatto che lo sappiamo mppresentare in qual-
che modo,

Ma per raggiungere questo scopo & opportuno conoscere bene 'ambiente in cui
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cerchiamo il limite, cicé l'insiemne dei numer reali, cosi come, prima di mettersi a
pescare in un fiume, & ragionevole informarsi se vi seno molti o pochi pesci...
Non vi & un unico modo di descrivere linsieme dei numeri reali, vi sono carat-
terizzazioni diverse ma equivalenti legate ai nomi dei matematici che le harmo
pensate (Dedekind, Cantar...). Noi useremo lidea defle ‘scatole cinesf, che chi
hz seguito questo corso fin dai priml anni probabilmente ricorda. 1a riprendia-
Mo COmUNgUe:
1na scatola cinese & una successione [@n, by] di intervalli tali che:
» ciascuno & contenuto nel precedente;
» le ampiezze diventano piccole quanto si vuole, ciog, col linguaggio che ab-
biamo ora appreso: ’
Hm nwa — asu—w =0.
=00
Un numero reale pud essere individuato da una sola scatola cinese? 1a nostra in-
tuzicne i dice di no, Per esempio, il numero ze1o puds essere rappresentato da:

o [ [
v [ [
Cen pd B

Come si vede, si tratta di scatole cinesi diverse (perché ognuna ha intervalll che
non ci sono nelle aftre due) che godono, tuttavia, di questa comune proprieti:
preso un intervalio [@y; b,] da una scatola e un intervaflo [cm; dm) da unalira,
essl hanno sempre almeno un punlo in comune.

E, allora, abbastanza spontaneo dare Ja seguente definizione:

Due scatole cinesi(a,: &) € 6, dy] 51 ‘aggancianoc’ se per ognin < Rl gl
tnrervalli [@y; ba) £ lea; dy] hanno punti in comune,
La.dimostrazione che questa relazione & una relazione di equivalenza (gode,
cio#, delle proprietd riflessiva, simmetrica ¢ transitiva), non 2 diffictie, ed & ab-
bastanza intuibile, percid la tralasciamo. ’
['insieme delle scatole cinesi, in base a quesia relazione di equivalenza, viene
ripartito in.classi di equivalenza: ognmia di esse & un numero reale.
Una singola scatola cinese & un rappresentante della classe di equivalenza cui
apparieng, cicé di un nuMeEro reale, Naturalmente, per semplicitd, continuere-
mo 4 vsare ja singola scatola cinese come AUMERD reale pensando di identificar-
1a con Ja classe di equivalenza cui appartiene.
Potremmo dimostrare che linsieme di equivalenza delle scatole cinesi, R, & un
corpo {perché in esso sono definibili le operazioni di addizione e di moltiplica-
sione: Paddizione & un'operazione che ha le proprieti associativa, commutativa,
& dotata di un elemento neutro, che chiamiamo 0, di un opposto per Ogni M-
mero, ¢ anche la moliplicazione, pure associativa e commutativa, ha un ele-
mento neulro e ammetie un inverso pet ogni elemento diverso da 0, infine vale

. la proprieta distributiva della moltiplicazione rispetio all'addizione) ordinato, ©3-
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LE FUNZIONI CONTINUE

o ———Y

Obiettivo generale del capliolo & introdurre il concetie di continuiti di una funzio-
ne e dej pil significativi risnltati che si possono dedurme dalla continuiti delle fun-

zioni reali.
" Obiettisd specifici:
_ * saper verificare la continuitd di una funzione stessa {simmerrie, periodici-
funzione in un punto e in un interval- 14, limiti...);
lo, anche utlizzando l'algebra delle o conoscere e saper applicare i princi-
funzioni continue; pali teoremi sulle funzioni continue

« saper calcolare i limiti di funzioni, per {teoremi degli zeri, del massimo, di
comprenderne 'andamento in punti  inversione);
particolart o all'infinfto;  esaminare aliri tipi di applicazioni
» disegnare grafici di funzioni, facendo continue, ad esempio curve parame-
ricorsa alle caratteristiche che sl pos- friche o funzioni di pit variabili.
sono individuzare nell'equazione della

. . [ 3.0 | Funzioni reali continue

I termini ‘confinuo’, ‘continuitd’ sono usati nel linguaggio cormune per indicare
una madaliti che si riscontra frequentemente nei fenomeni nanirali,

Ad esempio, diciamo che un corpo si muove con continuity per dire che esso
non pud scomparire per ficomparire istantaneamente in un punto ontano.

Analogamenite, verifichiamo che la crescita di un essere vivente avviene in mo-
do continue: esse raggiunge una cena statura solo dopo essere passato per tutte
le siature intermedie, senza salfi,

Vediamo qualche esempio con maggiore detmglic;

* Registriamo l'andamento delia temperaura delfaria in una data localits per
alcune ore. Possfamo usare unc siumente (termografo) costituite da una Ja-
mina sensibile alla temperatra e da un rullo rotante su cui & avvolto un ro-
tolo di canta.

Alla lamina & coliegata una punta scrivente che si spostz in cormispondenza
alle variazioni di temperatura, tracciando sulla cartz una linez, come queila
rappresentata nella figura seguente. (T indica Ia temperatura in gradi centi-
gradi ed ¢ i tempo in ore),

Osserviamo che i grafico si presenta come un tratto continito, senza salti.




fig. | 0 12 24 34 48 t

s Vediamo ora - per contrasto - un fenomeno fisico che viene rappresentato
con-una legge di tipo discontinuo.
1i grafico qui sotto. rappresenta il volume (in cm®) di un grammo di 20 in
funzione della temperatura (misurata in gradi centigradi) alla pressione ordi-
naria di 1 atm. Per rendere il disegno pitl espressivo, si & rappresentato in or-
dinata, anziché i volume V, il volume diminuito di 1. 1 grafico ha vn anda-
mento continue nel ratto T > 0 (in cui ;0 & liquida} e anche nel tratto
T <0 (in cui HO & solida, ciod si presenia come ghtaccio); nel punto
7 — 0 ¢'& un salto {che, nel disegno, & stato ridotto, per comaditd).

V-1
0,0905
bl
oboam/
Fig. 2 7 6 54-32-10123 4567 T

Riusciamo a farci una ragione’ dell'esistenza di questa discontimzitd (che

__ sembra in contrasto con I'affermazione ‘natura non facit saltus?): infat il pun-
to T = 0 & punto di passaggio dalla fase liquida alla fase solida. Come & noto,
solidificandosi I'acqua zumenta di volume,

La definizione di funzione contiava .
Cerchiamo ora di esprimere in termini matematicamente precisi la nozione di
funzione di variabile reale, a valori reali, continua. Che cosa vogliamo intende-
re quando diciamo che una funzicne [ & continua nel punto xy? Intendiame che,
pur di restare abbastanza vicini ad xp, i comispondenti valori di f restano vicini
quanto si vuole ad f{a0). Naturalmente, occorre precisare in termini matematici
che cosa si intende per ‘vicino’s basterd ricordare che la distanza fra due punti
della retta reale di coordinate x ¢ y & espressa da |x -l

Ed ecco allora 1a definizione, che fu introdotta da Cauchy intorno 21 1820, edé
unz delle piti importanti conquiste: del pensiero matematice:

§i dice che la funzione £, a valori reali definita in vn insieme D di R &
continua nel punto ays D se per ogni ¢ > 0 esivie un & > 0 tali che per
ognix € fry  foxg + A e appartencnte a D si ha:

[flx) —flxe)| < 2 1

Per capire questa definizione possiamo pensare - analogamen i
B.o fatto nel paragrafo 2.1 per la definizione di limire Mhm,mc:m mﬁMnMMm“wMMDn m._”_u“pm:
‘gioco a due': il primo giocatore fissa a suo arbitric un imervallo [y — &, 3y + €]
(dove 3 = f (), il secondo dovrd contrapporre un § >0 tale che, al ﬁ_im_.m di
x nel dominio D di £ e nell'intervallo [x ~ 8, ap + 4] il punto f{x) M.o_.. esca dal-
_Eﬂw_.cm:o_ Db — &, 30 + £]: nawralmente, i primo glocatore, per prevalere, pren-
Qn_..m valori di £ sempre pill piccoli; {] secondo gli opporré valori di § che h._momm-
sariamente saranno sempre pil picceli (ma sempre positivi, per rispettare le re-
gole del gioco). La strategia del secondo giocatore consisterd dunque nel trovare
una ‘funzione di risposta’ £ — §{¢) opportuna.

Yo+ E

3\51«

Fig. 3

>__u_.umm30 rilevato che la struttura logica delia definizioné di continuitd & molto
vicina a quella della definizione di limite di una successione: pit avanti ved

che gueste due nezioni sono strettamente legate. e
La definizione di continuiti che abbiamo ora datc pu essere interpretata in mo-
do espressivo sul grafico della funzione; consideriamo infaui la striscia del pi
racchiusa fra le due rette ‘orizzoniali’: pane

y=n-¢ y=ih+e
K
Ygt e \
Yo
Yo— €
a -8 xgag+8 b P

mwm‘ | 0




Ebbese: Ja nostra definizione esige che si possa trovare un intervallo (abbastan-
za piccolo} con centro in X, in corrispondenza del quale il grafico sia tutto con-
tenuto nella striscia.

1a definizione data si completa in modo naturale con la seguente alra:
8i dice che la funzione f: D — R & continua in §? s¢ & continua in ogni
punto di 0.

precisazioni sull'uso del termine ‘intervallo’. Quando
scriviamo [, 8] intendiamo I'insiemne dei punti x della retta per cul @ <x<h
si tratta dellintervallo chiuso, in cui sono compresi anche gli estremi. 8¢ invece
gli estremi non sono compresi, ciod se l'insieme che consideriamo & Yinsieme
degli ¥ wli che @ < x < b, si parta delvintervallo aperto (4, b). Infine vi sono
gli intervalli (&, #] e [a, b), cu appartiene solo uno dei due estremi.

Un intervalle delia retta contenente un intervallo aperio cui appartiene un punte
ap viene chizmato intornc del punto Xp.

Pud essere utite fare alcune

Alcunt esempi interassanti
vediamo qualche esempio interessante o Junzione continua:
La funzione x — x identitd) & continua

¥

ygtE]
Yo
Yo— 61—

Q ualmx05+m ]

Fig. 5
Prendiama; infatti, un qualungue punto % e fissiamo un & > 0 arbitrario. Voglia-
mo vedere per quali valori di x & soddisfata Ja disuguaglianza:

[f(x) = Flm)l <€

cioé, nel nostro caso:
|x—m| <&

G vede subito che basta prendere § =g perché per | punti dellintervalio
[% — 6, % + 8} la disuguaglianza sia soddisfata.

2

La funzione x -+ x* & continua,

! /
otz
Yo
Yo—k& \\
P
Fig. & ) %o-8 g+ 8

Prendiamo, infatti, un qualungue E
h X punto Xy e fisstarno un € > 0, arbitrari
gliamo vedere per quali valori & soddisfatta la disuguaglianza: ’ E.E._O,.SV.

_RMID‘%_MM 2

ma._. ._ NOStro €0po, perd, & inutile trovare mtte le soluzioni di questa disequazio-
ne: i basta poter QBH...wﬁuR.nrn le soluzioni iempiono un intervallo simmetrico
“Mv.,hno ad xp. mommm_.ﬁ»ﬁc che, nelle dimostrazioni di continuita & inutile in ge-
per m_oman_“-m__m.wﬁhﬁ_m, cipg pitl grande possibile: basta trovare un § > 0 tale
m.. valga . . Cid permette spessc di semplificare i caleoli)

ossiarmo allora limitarci a cercare le soluzioni ié|xr—
La 2si pud scrivere: pereuié rml <1

¥ bx— xlix + w < e

Tentamo conto che & [x + x] £ | .
, < %] + jx) < 2lag| + 1, essend,
Pertanio, la 2 & certamente soddisfatta se si | ”_ _ o [ < x| + 1.

% = xl(2lxl +1) <&

3

cioe: x—
Xl <
! 2| + 1

£
] 1 P50

disfare alle izioni - A
Py condizioni volute dalla definizione. Quindi la funzione x — x% &

Basta dunque prendere & uguale al minore dei due numeri: 1,

s i b3
La funzione ﬁaghlmw&iﬁﬁ [ - {0}, & continua.

Y

Ypte -
Yo
Yo & j/
mmm- 7 4] MOIU xa EOL.—. ) .




1

Sia X un qualsiasi numero reale diverso da 0. Posto 3y = P epresoun e > 0,

consideriamo Pintervallo [ — £, Jo -+ €} .
Possiamo supporre che & sia cosi piccolo che guesto imervallo nogt includa lo
zero. Domandiamoci per quali valori di x & soddisfatia la disuguaglianza:

sh—e€ECte 3
x
Supponiamo dapprima che sia xg > 0; per il modo con cui abbiamo preso &, si

ha 3 — & > 0. Dalla 3 ricavizmo allora che & x > 0 e, moltiplicande membro 2
membro per X, olteniamoe:

x(m—e)<1 1< x(m+E)
da cui: -
1 1
£x<
+E Ty—E
L'intervallo TH , 1 #Ln cui vale 1a 3 contiene nel suo intemo il punta xp;
+E£ W—¢F

non importa che esso non siz simmetrico rispetto ad xg: si potrd trovare un 5..
tervallo simmetrico contenuto in esso e tale percié che in esso valga la 3. @Eb&
la funzione reciproco & continua nel punto X, s¢ & x> 0. Lasciamo al _mmﬁgm di
apportare alla dimostrazione le semplici varianti che occorrone per il caso

X < 0. [
Le funzioni coseno € seno sone continue, La dimostrazione verra data Dnm pros-
simo paragrafo, dopo che avremo dimostrato alcune interessanti propried delle
funzioni continue.

Per fare megplio risaltare la nozione di continuiti diamo qualche esempio di fien:
zione discontinua,

1a funzione f cosi definita:

1 perx>9
r@={g Taxzo

Fig. 8 0 *

non & continua nel punto 0, mentre & contimua in tutti gli alird punti.

La funzione g cosi definita:

(x) = X  per ogni x razionale
&) =9 _x perogni x irrazionale

& contimua ne! punto ¢ e discontinua in tutti gli altd puntl. {(Non é& possibile dare
una rappresentazione grafica efficace di questa sirana funzione ...).

Lasciamo al letore la verifica di quanto affermato riguardo a questi esempi.

Conlinvita o destra ¢ o sinistra

§i dice che f € continna a destra nel punto xp di I se risulia continua
in xg la funzione che si ottiene restringendo Ia definizione di f ai soli
punti x di D per cui éx = xy, o
(In alwe parole, si considerano solo i punti di D che stanno a destra di xp, :ucsm
che stanno alla sinistra vengono ignorati).
Analogamente si definisce la continufid a sinisira. Ad esempio, la funzione f
dell'esempio 5) & continua a destra, ma non & continua a sinistra perché in ogni
punic a sinistra di 0 vale 0, mentre in 0 vale 1.

Osservazione: la definizione di funziene continua in un punfo 24 - nei termini
che abbiamo esposto - & molto generale: non ha bisogno di alcuna ipotest sul
sottoinsieme 1 deila retta reale in cui la funzione & definita e nemmeno sul pun-
10 & di D. In particolare, la definizione si applica anche al caso in cui la funzic-
ne f sia definita in un intervallo [2, b] e il punto xp sia uno degli estremi.

Prime proprieta delle fmzioni continue

Vediamo om alcune proprieti deile funzioni continue che si deducono abba-
stanza rapidamente dalla definizione.

{di permancnza del segno) .

Una funzione f a valori reall che sia continua e positiva in x, si man-

tiene positiva in tutto un intervallo, contenuto nel dominio dif, che

ha centro in .
Per ipotesi € f{x) = j > 0. Poniamo e = Nwm Per la continuitd di f in x possia-
mo trovare un intervallo [xy — 8, 25 + 8], contenute nel dominio di £, tale che in
esso risulti:

[f(x) —flxm| <€

Da questa disuguaglianza fcaviama, in particolare:

flx) = flx) > —€

CI0E:

F6) 2 f) — e =30~ 5 =330 >0




Dunque in tuito queste intervallo f si mantiene positiva,

In modo analogo si dimostra che se & f{ag) < 0, Ia funzione f st mantiene ne-
gativa in tutio un intervallo contenuto nel dominio della funzione, con centro .

la somma di due funziond reali A1 variabile reale, entrambe continue
in xy, € una funzione continu in x,.

i prodotto di due funzioni reali di variabile reuafe, entrambe continue
in xg, € uiza funzione continua in xy.

Dei teoremi T2 e T3 non diamo !a dimostrazione: essi hanno un enunciato mol-
to simile 2 quello dei teoremi T3 e T4 del cap. 2 riguardanti le successioni e an-
che ¥ dimostrazioni possono essere moedellate su quelle di questi ultimi. (B un
ottimo esercizio fare questa specie di trascrizione). Del resto, anche la dimostra-
zione del teorema 11 (di permanenza del segno) & del tutto simile a quella del-
I'analogo teorema sulle successioni (rz del cap. 2).

Funzioni infinitesime
% utile la definizione di funzione infinitesima, analoga a quella di successione
infinitesima:

Una funzione si dice infinitesima in ay se & continaa In x, ed & nulla

inaxg. ‘

Si vede immediatamente che una [unzione & continua in X% se e soltanto se
flx)— f(x) & infinitesima in X. Dunque una funzione f continva in x si
pud scrivere nella forma f(x) = f(2) + a(x), dove a{x) & una funzione infini-
tesima in &.

Nella parte finale di questo capitolo, il lettore che abbia desiderio di approfon-
dire {e che abbia una sufficiente dose di tenacia) troverd una nuova dimnostrazic-
ne dei teoremi T2 e 'F3, condotta da un punto di visa pid generale, assieme ad
altri interessanti risulean,

1l seguente tecrema € pure molto importante:

Siannf ¢ g due funzioni reali di variabile reale componibili {cio¢ tali
che il codominio di f sia contenoto nel dominio di ). Sia fixg) = yo;
allora, sef & continua in xy e g € continua in y,, i fanzione composta
2 of € continua in xg.

In breve: la funzione composta di due funzioni confinue & una funzione conti-

nua.
La dimostrazione € verarmiente semplice. Sia (%) = w, g(%) = 2p; per dimo-
strare che go £ & continua in »x, prendiamo, come sempre, un numero £ > §
arbitrario, € consideriamo lintervallo [z — &, 2 +&]: poiché g & continua in
b, esiste un & > 0 tale che l'intervalio [ — &, 3 + § sia contenuto nel dominio
di g e venga mandato dalla g entro l'intervallo [z — ¢, 2 + ). Dalira pane, f &
contitiua in % e pertanto esiste un o > 0 tale ¢he Fintervallo [x — o, x5 + o] sia

contenuio nel dominio di f e sia mandato dallz £ enwro lintervallo
Db — 8. 30+ 8. Aliora & immediato constatare che fa gof porta l'intervallo
[x - o, % + o] entro intervalle [z —e, 2 +¢] e quesio appunto dice che
gof & contima in .

1l disegno rende evidente lo schema della dimostrazione.

Fig. @

Si noterd come nella determinazione dei vari intervalli (di ampiczza 8, o) si pro-
ceda ‘a ritroso’” risperto all'ordine con cui le funzioni sono composte,
Dai teoremi dimastrati segurono immediatamente alcuni importanti corollari.

1 prodotio di una tunzione continua per una costante & ancora ung

coroLiamo B
funzione continna,

coroLLanio [ DL differenza fra due funzioni continue € una funzione continua.

E .._.\.mzmnaamcsnnc:nbpambkcnn_m.\.ﬁ.%&Kc“&?gﬁﬁ?nnﬂ?gm@.
1
ne reciproco X — ——— & continua in xg.

Sfix)

Soltanto quest'ultima affermazione richiede qualche commento: la funzione

) 1 _— 1
Wlh?& m_.b_._m. n_gmm_.m. composta dalle due funzioni £ e g: %lm“.\. &, per
ipotesi, continua in xp, £ € continua in J = f{2) essendo 3 £ 0 (come si & vi-

sto nell’esempic 3 del paragrafo precedente). Basia dunque applicare il T4.

Continvita detle funzion] seno » zoseno

Anzitutta dimosiriama che fa funzione x — sin x & continua nel punto 0, (Essen-
do sin 0 = 0, cid equivale, secondo la definizione che abbiame dato, 2 dimostra-
re che Ia funzione senc & infinitesima nel punto 0. .
In un riferimento cartesiano consideriamo il cerchio avente per centro Yorigine O.
Sia P un generico punto del cerchio ¢ A & (1, 0). Misurando gli angoli in ra-
‘dianti, possiamo chiamare x sia la misura dell'angolo AOP che I lunghezza del-
l'arct AP (su questo argomento tormeremo, con maggiore approfondimento, nel
capitolo 5).




In genere si definisce perfodo proprio della funzione il minimo, se esiste ed &
diverse da 0, dei numeri reali positivi 7" per cui vale / {zxx+ T} =f(x).

Vi sono funzioni che sono periodiche secondo. fa definizione appena data, ma
che non hanno un periodo proprio: ad esempioa la funzione costante x — & op-
pure oppure la cosiddeta funzione di Dirichlet:

con _ |1 per x ircazionale
gm?&l ﬁc ﬁnnkanmouuwm

Nel caso della funzione costante, ogni valore reale pasitivo puéd essere conside-
rato un periodo; nel caso della funzione di Dirichlet ogni numero razionale po-
sitivo T {basta riflettere che la somma di due razionali & razionale, mentre la
somma di un razionale e di un irazionale & un irrazionale).

Sapere che una funzione & periodica permetie di fame lo studio su un intervallo
di ampiezza uguale al periodo. Bastera poi replicare quello che si & ottenuto su
tutto I'asse reale per ottenere il grafico della funzione nella sua interezza,

Funzioni menoténe
Si dice che f & crescente s¢ per ogni coppia di punti ¥y,
g  xpsiha fixg) < flxg); sidice won decrescente se per ogni coppia
di punti x,, xp COR X3 TNy si hafixg} < fixal
Analogamente, f si dice decrescenlie se per ogni coppiadi puntix.xz
conx; < xz sl ha fixg) > fixe)sidice non cresceite s¢ per ognl cop-
pla di punti x), X2 conx; ¥, si hafixe} = fixz)-

Xz on

1z conoscenza degli intervalli in cui una funzione cresce ¢ decresce pud essere
utile per tracciarne comrettamente il grafico.

i limiti delle funzioni

Spesso ci si imbatte in questo problema: & data una funzione £, 2 valori reali,
definita in un intervallo della reta reale, a sccezione di un punto xy; ci si doman-

da: la si pud definire anche nel punto x in modo che risulti continua in X¢
Consideriamo, ad esempio, la funzione:

klE 4

x—2

definita per x > 0, eccetto che per x = 2.

P

(

=l RIS

Fig. 14

moﬂmm.ao definirla anche nel punto 2 in modo che risulti continua? In questo ca-
50 la risposta risulta affermativa, come si vede facilmente ifici

, con
per x > 0, s5i pud scrivere: on arificio. Infat,

£~ 2= (WVE+VD) (VE- VD)

Allora si ha:

VE— V2 _ vz —V3) 1

=2 T(FVD) (Ve VD VEtv2

m. possibile n_wdmmqm_.m (vedi esercizio svolto @ di questo capitolo) che la fun-
zione x — +/x € continua; poiché la funzione somma e la funzione reciproco
sono continue, la funzione:

L
VE+VZ
& continua u,nnrmvm:.qnw,.u_ﬁ,_s___u_.mP

22

La furizione assegnata 4 coincide, dove & defini ]
. . : ta, con la funzione 5, che & de-
finita & continua anche nel punto x = 2. B chiarc percid che la 4 pud n..,.mMa de-

x

finita anch = 1 i i
ita anche nel punto x NAS_EORQVEBo%&:mEERBn?c?
Consideriamo i i i
" 5<mnn_mm:nﬁ.o:nmmhghuknrnm&nwﬁﬁvmn&wmownmcnms
1 perx>0
x| =
wnln)= {1, P>

Essa non pud essere definita in in modo tale da risultare continua,
b
1

o ¥
—- ]

Eig. 15

L'esame del mam..“o rende evidente I'affermazione; facciamo, comunque, un ra-
glonamento preciso: assegnamo alla funzione per x = 0 un valore A, E.wmmmao
un numero € > {). Se la funzione cosi definita fosse continua si potrebbe trovare
un 6> 0 ale a_.:.w._ al variare di x nefl'intervallo [—§, &), i valori della funzione
mﬁbﬂhma:_mﬂo ail 582»:0. [A —&, A+ €]; ma questo & impossibile se si prende
M_._.M a.mwﬂboﬁwﬂooac_ nM_._M si prenda A, fra i valori della funzione ci sono 1 & —1
oro di 2 e che; pertanto, non SON0 essere ii

stesso intervalle di ampiezza minore di 2. possene comienutlin une
Diamo a questo punto una definizione i

precisa; sepporremo che f sia una
Wﬂgﬁgﬁgggﬁqﬁ:o |, b] della retta reale (o anche in un

tervallo illimitato} eccetto che in un spo pento xg.




- CAPITOLS:

81 dice che 1a funzione f ha come limite 2 al tendere di x ad xg e si
scrive:
im fix) =X

XX

se ponendo fxp) = A ]a funzione . f risulta continua in Xe.

Ricordando la definizione di funzione continua in un punto, possiama porre la
definizione in quest'alira forma equivalente:

si dice che 1a funzione f tende al limite A al teadere di x ad xo, & 51

scrive:

tim flx)=A

X -xq
. wn per ogni numero £ > O esiste un numero & .»osm.mﬁc tale che per
ognl x del dominio dif per cui & _.nxl xg] < & risulti:

|fix) - flxa)l < & 6

i jone’ i — . Se la funzione f fosse
Abbiamo supposte la funzione f non definiia per x = 3 "
definita nel punto %, occorrerebbe prescindere da questo valore; in questa %
il limite ) potrebbe benissimo rsultare diverso dal vatore f(ag) (in certi vec
immitati di calcolo infinitesimale, il limite veniva detto .4.&08 vero della ?:N_o:w
f nel punto x: si voleva sotiolineare che: tra tutti i valori che s possono mB.FE. -
re alla £ nel punto x & da preferirsi quelio che rende continua la ?uﬁo&.ﬁ cioé
il limite). Nell'enunciase la definizione di limite in questo €aso, basta evidente-
mente che Iz 6 valga per x # X. ) L
1l termine ‘limite’ & gid stalo impiegatc 2 Proposito &m.:m succession. Viene
spontanec domandarsi: & proprio molto diversa la definizione di limite di una
successione da quella di limite di una funzione?
Confrontando le due definizioni, ¢i accorgiamo nwn.aon solo esse harmo la 53.
sa struttura logica (pensiamo al solito 'gioco a due'...) ma che esse, con un'op-
portuna interpretazione, diventano %&naﬂ.
Nel caso di una successione gy, la relazione:

liman = A
significa che, per ogni nNUMero £ > 0, esiste un intero # tale che, per 7 = M 5l

ha:
jan— M L€ 7

Nel caso di una funzione [, la relazione:
Hm flx) =X
w—an

significa che, per ogni nUMeEro > 0, esiste un pumero & > Q ale che nellinsie-
me [ — 8, % + 6N |2, 8] {ad eccezione del punto %) si ha:

[Fix)—Al<e 8

Come sl vede, mentre la 7 deve valere per n2m, la n nmsw 4»_ﬂ.n.vn.a
|« — x| < §. L'analogia & perfetta se si considerano gli interi 12 con » m 'vici-

ni’ al punto 400, alla stessa maniera con.cui i punti per cul € |x — 2] < 6 gi pen-
sanec ‘vicinf’' al punto x.

Alcune proprieta del limite

In base a questa analogia & facilissimo dimostrare le seguenti affermazioni rical-

cando le dimostrazioni che abblamo fatio nei paragrafi 2.1 & 2.2 per i limiti delle

SUCCRSSIoni:.

® [l limite & unico (effettivamente, se non vi fosse stato questo risultato di uni-
cit3, non sarebbe stato neppure lecito impiegare la notazione fim fx) = A,
che presenta il limite come un‘operazione univoca). il

* Date due funzioni f e g definite in uno stesso intervallo, escluso il punto xq
dellintervallo stesso, se si ha: '

Jom f(x) = X, Jim gla) = g

allora risultz:
IS+ g@) = h+ e
fim f(x)-g(%) =M - X o

Xy

= Sed Hmflx)= ed& X0, allom si ha:

Fraviey

1 1
@A

Una dimoestrazione delle affermazioni riguardanti il limite della sornma, del pro-
‘dotto di funzioni e del reciproco di una funzione pud essere ottenuta utilizzando
i tearernl analoghi che riguardanc la continuits.

Vediamo, ad esempio, la dimostrazione nel caso della somma, Sia dungue:

Jim fx) =, Jom g(x) = Ja
Allorz, |2 funzione £ diventa continua ifi x5 se si pone (%) = A;, mentre la fun- -
zione g diventa continua in X se si pone g(xg) = Az La somma delle Rinzioni
cosi ottemute: f + g & continua in x € vi assume il valore A + Az. Cid significa
(ricordando |z definizione di limite nella sua prima forrmulazione) che Ay + Az &
il limite della funzione f + g.
Analogamente si procede per le alire affermaziont,
In modo analogo a quanto gia visto per le successionl si pud stabilire il signifi-
cato delle relazioni:

Itm fx) = +o0 lm f(x) = 400

= )
X—+—5a Hvepa

e altre anzloghe.

Per ciascuna delle relazioni scritte si chiede di formulare la definizione precisa €
di fornire almeno un esempic.




Limiti di funzioni e limiti dl successioni
ente risultato - del rutto intuibile e di uso frequente - assomiglia molo at

1 segu
teorema di composizione delle funzioni continue che abbiamo dimostrato nel
paragrafo 3.2.

Sin x, LR sucCessione ceale wale che Hmex, = X3 sia J una funzione

reale definita in un insieme 2 della retta reale comprenduente outli §
punti x, e il pumao i, ¢ conminua in X. Allora:

Hai fixy) =f1X}

wo-

Dirnosirazione; Fissiamo un numero e > 0, ad arbitrio, Per la continuitd di f in %,
sl pus wovare un §>0 tale che, se |x—F| <4, con xeD, si ha
| Fix} — F(Z} < e. A questo punto, determiniamo un # intero, tle che per
7 = m gisulti |2, — %| < 6. i ha allora, sempre per x>

|flxn) —f(F) <€

Come si vede, anche la dimostrazione & molto simile & quetla de! teorema di
composizione deile funzioni continue,

Limiti du destro ¢ du sinistra

# abbastanza ovvio che cosa debba intendersi per limite di unz funzione al ten-
&m_.m&amn_uan_mmnmﬂmnommm%mu.=_waﬁmuammqw&§m?nﬂgna.
coincide con il limite detla funzione che si ottiene restringendo Vinsieme di de-
finizione di f al soli puntl x per cui & x > % In altre parole, richiamandodi a
quanta abbiamo detto nell'ossesrvazione conclusiva del paragrafo 3.1, il Limite
u_ﬁnaaa&.aua@&%maumn&%nvn si deve aniribuire ad f nel punto
x perché essa sia continua destra, Ad esempio, la funzione parte interd
% — [] ha per ogni valore intesC # sia il limite da destra (uguale ad #) sia il
limite da sinistra (uguale ad #— 13

¥ —

fig. 16

1l fatto che questi due limiii non coincidone ci dice che la funzione parte intera
2 discontinua (cio non continua) nei puni interi; tuttavia ‘essa & continua a de-
stra anche in questi punti (perché il valore coincide con il limite da destra).

CAPITOLO 3 LE FUNZIONI CONTINUE

Useremo le notzzioni;

lim_f{x) lim_ f(x)

Ay X—eiy

per indicare | limiti di f al tendere di ini i i
per ine F ere di x ad a da destra e da sinistra, rispettiva-

[ 3.5 | Letunzlonl monotine e iloro limit

Un'importante proprietd delle funzioni monotone, anal ressd
, oga a quella
T10 del paragrafo 2.4, & la seguente: Braque e !

E g Fer ....m-.; puitto xq interno allintervallo £ di definizione una funzione
monotona ammette liniti findii da destra ¢ da sinistra.

_U.:_ﬁgnﬁumonn. mcvﬁm.:mwﬂo J non decrescente, Consideriamo l'insieme dei va-
ori che f assume z sinistra di %, cioé l'insieme { f(x) : ¥ < x}. Esso & certa-
mﬁd..h non éoﬂo (infatti esistono punti di 7 a sinistra di ap) ed & limitato supe-
riormente En,u_r per opni x < xp si ha f{x) < f{x)) allora esso ha un estremo
superiore, che indicheremo con {. Dimostriamo che { € il limite da sinistra. Preso
un ¢ > 0, esiste, per ia definizione di estremo superi ¥ ta

u . P! riore :

un e periore, un punto ¥ tale che

I—e<f® <1

Essendo la funzione / non decrescente, si avrd, per opni x tale che ¥ < x < a
I—esf@=<flx)s!

Dunque per mtti i punti a sinistra di i
xp e tali che 0 < |x —an| < — x| si
17 () = ) < e. Cio dice appunto che i _Ea&auws__m ) | <bo ==l st ba

Analogamente si dimostra che esiste il limite da de

. . stra. Anche l'estensi
dimostrazione al casa delle funziond non crescenti & ovvia asione della
1a dimostrazione del teorema mette in evidenz. nzi

scente, 1a disuguagitanza: _ 2 per uns funzionef non decre-

A <SG} < Him f(x)

I limiti da destra e da sinistra possona essere diversi (si
] pensi alla funzione parte
intera); guando coincidono, i ioro valore comune no be f
4 , 7 pud essere
Junzione { visulta continua in x. o chef(m) ela

mea,ﬂenwnum”.:n" la dimostrazione del teorema sussiste anche se la funzione f
non @ ita in xy (ferma restando I i ch i ona i
fion & defiia in 7o I potest che f sia monoténa in N\ {x} e




