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LA DEFINIZIONE
Dl INTEGRALE

L'obiettivo generale & quelio di arrivare al concetto di integrale, partendo dall osser-
vazione che essoha avuro origine storicamente da due problemi apparentemerte
distanti tra loro che sono perd strettamente connessi: il problema della misura,
cioé quello di dare metodi generali per il calcolo delle lunghezze delle aree e
dei volumi, e il problema delia primitiva di una funzione, ciod quello della ricerca
di tutte le funzioni che abbiano per derivata una funzione data.

Noi seguiremo la prima viz, definendo anzitutto il concetto di integrale definito e
pol dimostrando il teorema fondamentale del caleolo integrale, che risponde al se-
condo problema.

Obieitivi specifici sono:

* Lintegrale definito di una funzione f ditivita rispetto alla funzione £, addit-

non negativa in un intervallo- chiuso tivitd rispetio allintervallo di integra-
e limitato [, b, come area del sotto- zione, lineasit3, isotonia.
grafico di f. * Lintegrabilitd i alcune classi di fun-
® La sua caratterizzazione come limite zioni,
delle cosiddette somime di Cachy. . * Il teorema della media integrale.
* La definizione generale dellintegrale o 1] teorema fondamentale del calcalo
definito, anche per funzioni £ di se- integrale.
gno qualunque e definite su intervalli -

* La definizione di integrale indefinito
come famiglia di wite le primitive di

* La dimostrazione delle proprieti del- una funzione f continua in [a, &].
Iintegrale definito di: omaogeneit, ad-

orientati,

lntroduzione

Uno strumento matematico di straordinaria importanza & #f cosiddetto calcolo
integrale. 1l concetto di integrale ha avuto origine storicamente da due proble-
mi apparentemente distanti tra loro: da una parte it problema della misura ciod
quello di dare metodi generali per il calcolo delie lunghezze, delle aree e dei
volumi, e dall'altra il problema della primitiva di una Junzione, cioé quello
della ricerca di wtte le funzioni che abbiano per derivata una funzione data.

Per mastrare come questi problemi siano tra loro connessi riprendiamo I'esem-
pio del moto rettilineo gid considerato nel § 1.1, Un’automobile provvista di ta-
chimetro si muova su una strada rettilinea e se ne registri Pandamente della ve-
locitd dalla partenza, avvenuta dal paese A al tempo £ = 0, In questo modo co-
nosciamo la funzione velociid ¢ — v(1) per £ > 0. Supponiamo che l'auto non
possieda contachilometri mentre nol vogliamo sapere quanti chilometri abbia-



i i0@ i e (1), sapendo che per ogni
mo percorso all'istante #, cioé vogliamo conoscer (%), sap

t< B
i) = o)
: ita & ri 1) = k, in [0, %] allora il moto &
E ovvio che se la velocita € rimasta nOmﬁmEﬂ o : :
mﬁmo uniforme e lo spazio percorso s(#%)& dato QW ke QCﬂnEM M%MMMMWJ %HMM
i i e della funzione » n ,
| cosiddetto sottografico o trapezoide . : )
Moom nmwm 1), Ricordiamo che per sottografico © ?a,mmmc&m. a._.c:m %cﬂﬁomw
o N n C& definita nellintervallo [, b] e a valori non negativi 51 iniende Linsie
me T di punti del piano (cfr. Fig. 2)
T={(x:1asx<b0Sysflx)} 1

Si tratta dunque dell'insieme che & racchiuso fra il grafico della funzione e l'asse
delle x e fra le due rette verticali di ascissa @ e b.

Fig. 2

Fig. 1

Vediamo cosa succede in un altro caso particolare, n_cw:o del 38% :,\mﬂo,\lqzmm
mente accelerato; sappiamo che ora la velocitd o(h) & espressa ﬂu.t ) M b
con k costante positiva e che lo spazic percorso dal nostro veicolo nell'intery:

di tempo [0, ] & dato da

Risulta cosi che anche in questo caso lo spazio s(%) € dato dall’area del trape-
zoide di v nellintervallo [0, %) (cfr. Fig. 3).

kg

Fig. 3 C

I i

i i & né unifor-
Ebbene, & questo un sisultato generale, valido anche se il moto non ¢ n&
b

. . ; elo
me né uniformemente accelerato; vedremo infatti in questo capitolo com
spazio percorsc in

[0, &) sia sempre dato dall'area del trapezoide di v n.:..

[0, %]. E poiché # nell’esempio pud essere un qualungue valore di # maggiore di
zero, possiamo concludere in questo caso particolare che la conoscenza dell'a-
rea del sottografico di » «i permetie di conoscere una primitiva s di v per ogni
t > 0. Dunque il probiema della primitiva di una funzione & sirettamente colle-
gato a quello dell'area. Lo strumento matematico che realizza questo legame &
I'integrale di una funzione,

L'integrale definito delle funzioni non negative

Cominciamo col ricerdare che una funzione f a valori reali si dice limitata se l'in-
sieme dei valori assunti da £ & limitato superiormente e inferiormente, ciog se
esistono due reali M ed N tali che, per ogni x dellinsieme di definizione di
SrslaM < flx)y< N,

Diamo ora la definizione di integrale per le funzioni non negative:

Sex — f(x) & una funzione definita nellintervallo [a, b), ivi Hmitata e
non negativa, si dice che essa & éntegrabile in [a, b] se H suo trapezoide
T & misurabile (cfr. Fig. 1); I'area di T & detta integrale di fin [, b] ed
€ indicata con il simbolo

6
h .\.Akua.w.
(23

Sui motivi per cui si adotta questo simbolo, che a prima vista pud apparire com-
plicato, ritorneremo tra poco.

Cerchiamo ora un critetio che permetta di stabilire quando il trapezoide T dj
una funzione definita in [a, 5] & misurabile; ricordando la definizione di area,
cercheremo di introdurre dei plurirettangoli inscritti e circoseritli a T che tenga-

no conto della forma patticolare di 7,

o F----

X

Fig. 4 Q

Procediamo cosi: suddividiamo lintervallo [a, B] in # intervalli uguali mediante i
punti:

b—a b
n 7 .un.w”.»soz_lk PanEE Xy = b 2

Xy = &, X = X

In ciascuno di questi intervalli consideriamo Pestremo inferiore e l'estremo supe-
tiore della funzione. Indicheremo con Z, I'estremo inferiore di f nellintervailo



[365—1, 2], con NN l'estremo superiore nello stesso intervallo, (Nei casi pid comu-
- A4 H ) o ; ) : ) .
ni questi saranno, rispettivamente, il minimo e il massimo di fin [%p_1, %))

L rm )

-3 DY S

m_@ 5 ) th ._.. . & , N | .
in cortispondenza dellintervallo a1, mv_u.mmao .ac:ﬂ:m aﬂm R.U:m:mor con
la stessa base {xp.1, %) € con altezze [, e I, nmUm:EmBmEmm il primo & Q.uﬁ.m..
nuto in T, il secondo contiene certamente la parte n_.F .Ua che st nelia striscia:
ap_1 < % < xp Ripetendo questa procedura per ogni Eﬁmﬁ‘m:_so uammm nostra
suddivisione otieniamo due plurirettangoli (uno contenuto in 7' e l'altro conle-
nente T) di aree (rispettivamente):

3 Wlﬁ, @[a ‘ _. ..
N e R AR

i b—a b—a I " &
0o i = 14
Qalwﬂ I - " (A 2 )

r .

Ricordiamo il meﬁUoﬂoM\Q& significa f(m) + f{m+ 1} + ... +f(n) (vedi ad
k=im
esempio il volume Verso L'nfinito, paragrafo 1.3). ,
Ebbene, se, al tendere di # all'infinito, le due successiont &, O ﬁ:ﬂobo adun
medesimo limite, allora Pinsieme 7' & misurabile e la sua area & il limite comune
— i
delie successioni o), e . o .
Infatdi, poniamo 7 iy limel, = lim o). Preso un qualsiasi numero ¢ > 0, @om_mwmnﬂo
’ - N

trovare un plurirettangolo contenuto in 7 di area &, > [ —e m.wu un mEEQScmo W
contenente T di arez o < I + . Questo ci dice che 7' & misurabile con area I.

i
Abblamo dunque dirmostrate il seguente

Se esistono i limiti delle successioni o), o), definite dalla 3, e coinci-
dono, ia funzione f & integrabile.

Sussiste anche la proposizione inversa, cioe

Se f & integrabile (cioé se Pinsieme T’ & misurabile), allora i due limiti
3 esistono e coincidono fra loro.

Ricordiamo che se la definizione originaria dell’area impiega le quadrettature:

. o it
decimali come viene di solito fatto (vedi ad esempio il volume Verso LInfnito,

capitolo 6), atlora si tratta di vedere che, nel caso di un trapezoide di base [, 8], -

utilizzando le striscioline verticali che si ottengono dividendo Pintervallo [a, 8] |

in 7 intervallini di uguale ampiezza, si arriva al medesimo risultato cui si arriva
impiegando le quadrettature decimali,

oY

\

a . [ a

b
Fig. 6a

Fig. 6b
Ecco pill precisamente la dimostrazione.

Sia {(x) > 0 per Vx € [a, b]; sia L Pestremo superiore della funzione in [«, 5.
Essendo T' misurabile, per Ve € R esiste un intero { tale che il pluriquadrato

: 1
Destratto dalla quadrettatura con quadratini di lato ——

P inscritto in T soddisfi

alla disuguaglianza
m(T) —& < m{D)

Suddividiamo ora lintervallo [, &) in n parti uguali e consideriamo la somma

G
—a
o f
o, = M i
R=1

n

che rappresenta l'area del plurirettangolo Q inseritto'in 7', fortndto da rettango-
b—a
7

lini di spessore

. Per ora non diciamo come deve essere preso .

Domandiamoci se  ricopre I; teniamo presente che D consta di colonne di
quadratini che stanno fra due retie parallele allasse y, di ascissa

m—1 m . . i
ETTRET I essendo / un intero relativo. Consideriamo dunque un rettango-

lino di Q che abbia come base un intervallo [%—1, %] tutto contenuto in un in-

m—1 m
tervallo Tﬂowi ) ag ; 1 rettangolino ha un'altezza I, che & certamente maggiore

o uguale all'altezza complessiva della colonna di quadratini (infatti D & contenuto

in 77 l'altezza della colonna dei quadratini non pud superare l'estremo inferiore
m—1 wm

4/ in ﬁ 10f HoL €, a maggjor ragione, non pud superare 7, - cfr. Fig. 62).

Allora quali sono i puati di D che eventualmente non stanno in O Essi appar-
lengono a strisce aventi come base intervalli [5%=1, 2] che contengono numeri
m

del tipo 00 {cfr. Fig. 6b: diciamo s il numero di quest, il numero s dipende da »



ed & s(n) < m+ 1. Dunque, i punti di D che non stanno in Q appartengono
B b—a

n

. idi i iore a L.
all'unione di s rettangolini di spessore e dij altezza non superiore

Possiamo dungue scrivere

1 ora il momenio di precisare #. Si pud trovare un #® tale che per n = 7 sia

b-a b-a
s(n)l - <{(m+ 1)L i

(m+1)L(b— a)

n> .
mnﬁ§+52®13_+w

e
Dunque per # > F
o, = m(Q) = m(D) — ¢z m(T) -2

Pertanto, per © = i
m(T) ~ 2 < o, < m(T}

Questa relazione ci dice (in base alla definizione stessa di limite) che

H H
Analogamente si procede per 1a successione a,.

Facciamo ancora un’osservazione interessante: fatta la suddivisione %:.582““”
1o [a, 4] in » parti di uguale ampiezza, e indicando con & un ncm_:bn?m pun
dellimtervallo [xe_1, %] 51 ba S :

LSS Sk
{per definizione stessa di estremo inferiore e superiore); percid si ha:

nob—a o b—a _~pb-d_
- =

n

. . . -
Dunque, se f & integrabile, comunque scegliamo negli intervalli [Xj..., x| ipu
ti &, otteniamo una successione:

n b —
EHWJMHQ& 3a 4

che, per una nota proptietd dei limid (il teorema dei n_wﬁ carabinieri), conver-
! . . PP
ge verso il comune limite delle due successioni o, oy, CiO& Verso

[ yas 5

a

i, da ivazi azione dell'integra-
Quanto abbiamo detto ora, anzi, di una motivazione alla not °g

i ia; indi-
le: il simbolo — non & altro che la lettera § secondo un'antica grafia; sta ad in

care sommd ¢ i ricorda che l'integrale & il limite di una sommatoria. L'espres-
sione f(x)dox vorrebbe indicare il prodotto di f(x)per dx, cio@ per un infinite-
simo della grandezza a; in realtdi f(x)dx sta a ricordarci Pespressione

b—a
Ste)

#
le come somma di infiniti infinitesimi, mentre non possiamo che intenderlo, in
base alla 4, come limite di una somma finita. Tuttavia la notazione 5 & espressiva
¢ ci suggerisce spontaneamente certe operazioni utili, come vedremo.
Osserviamo ancora che la variabile x che compare nella 5, & una variabile muta,
cioé non compare nel risultato finale, cosi come lindice ¢ della sommatoria

che compare nella 4. Dunque, la 5 vorrebbe rappresentare l'integra-

4
MU 4, € pud essere sostituita da una qualunque altra lettera.
=1

Vediamo ora come, usando il teorema 11, si possa stabilire Uintegrabilitd di
un’ampia classe di funzioni.

Una funzione definita in [#, b, limitata, a valori non negativi ¢ mono-
wna ¢ integrabile.

Lidea che sta alla base della dimostrazione & stata gia utilizzata per dimostrare
la misurabiliti del disco (vedi ad esempio il volume Verso L'Infinito, paragra-
fo 6.3). Possiamo supporre che la funzione £, definita in {a, B], sia non decre-
scente (le varianti da adotrare nel caso di una funzione non crescente sono
ovvie). .

Consideriamo Ja solita suddivisione operata dai punti xp = a, x1, ..., X = b, con

R_v”&+.¢®|hm

s Essendo la funzione non decrescente, si ha in ogni intervallo:

e o
b= flm); By = fla)
(cioé: l'estremo inferiore coincide con il valore assunto nellestremo sinistro e

l'estremo superiore coincide con il valore assunto nell'estremo destro, in ogni
intervallino).

Confrontiamo le due somme 3 facendone la differenza:

L

o) —of, = MCAR& — Jf(%-1)) boa

=1 r

= 2o 0) =)+ (/) £ 0) + o+ (£ = F )] =

= 222 ) — ) = 27 2 £(8) - £ )

La Figura 7 dd un’evidente interpretazione del calcolo fatto: la differenza fra l'a-
rea det plurirettangolo circoscritto e quella del plurirettangelo inscritto colncide

b M 4 edi altezza f{b) — f(a).

con l'area di un rettangolo di base




fla)

Fig. 7 Ofa o b x

E evidente allora che lim (o — o) = 0, quindi il traperoide T' & misurabile e la
n—00

sua area € il limite comune delle successioni o, o,

Sia f una funzione non negativa limitata definita in [2, b]; supponia-
mo che questo intervallo si possa scomporre in un numero finito di
intervalli in ciascuno dei quali f é monotona; allora £ € integrabile.

E evidente infatti che in questo caso il trapezoide T si pud scomporre in un nu-
mero finito di rapezoidi, 7, T3, ..., Ty, tuttl misurabili in virtd del teorema pre-
cedente e aventi, a due a due, in comune al pill un segmento, allora per le pro-
prietd della misura, T & misurabile e la sua misura & uguale alla somma della
misure dei 7; (cfr. Fig. 8).

T T; Tz T4

Fig. 8 Q a < cg &g b ox

Un altro importante risultato & espresso dal seguente

Ogni funzione non negativa € continua in [@, b] € integrabile.

Nen daremo la dimostrazione di questo teorema, che coinvolge considerazioni
piuttosto delicate (malgrado il suo carattere fortemente intuitive). Per tutte le
funzioni di uso pit frequente sard del resto sufficiente il C1,

Deduciamo le privcipali proprieid dell'integrale ora definito; tutte le funzioni
che considereremo si intendono definite nell'intervallo [a, b].

Se f & integrabile e non negativa e & & un numero reale positivo o nullo, anche
&f & integrabile e siha

m@€§uﬁwg§

Basta pensare alla definizione di area ed osservare che il trapezoide di & si ot-
tiene da quello di f-moltiplicando ogni altezza per il fattore & (il che equivale a
cambiare unitd di misura sull'asse delle 3).

Se f e g sono integrabili e non negative, anche f + g & integrabile e si ha

b

mqg+a§%uhg§?;%€%

&

Costruiamo per la funzione f + g le due successioni o, o definite dalla 3.
Indichiamo con. #, ed I/, rispettivamente, gli estremi inferior e superiori della
funzione £ + g, con f, fJ' gli estremi inferiore e superiore della f, con g e
& gli estremi inferiore e superiore della g nellintervallo [%4—1, 2s). i ha, per
x € [dp_1, ):

s/ g sgx)<gl

Sommando membro 2 membro
fit 8 S () +g(x) <A + g 6

Ne segue che f + g; € una limitazione inferiore per S+ g, sempre nell'interval-
lo [%—1, 2}, mentre £ + g & una limitazione superiore. Allora si ha certamente

fit& S LB <fi+g 7
b—a
n

Dalla 7 moltiplicando membro a membro per il numero (positivo) e som-

mando rispetto all'indice & (da 1 ad #) si otliene

2 b—a U b— & -
S ATy gt Sk,
=1 n =1 =1

n 7

~ab—a & oub—a O b
it a
YRSy +Wmmn

=1 k=1 n

Ma, per i teoremi sui limiti delle successioni, 1 due memburi esterni di questa ca-
tena di disuguaglianza tendono verso

ﬂ>&§+ﬁﬁ@%

@ a

Ne segue che i due membri interni tendono allo stesso limite; dunque f+g &
integrabile e si ha

b

[[ 7+ opase= |

a a

b
>3%+%£3§



Se f & integrabile ¢ non negatlva in (g, Hl e cétle che a < c < b, allora f &
integrabile In [, €] e [¢, bl e st ha

_c n _w
_>a§n%>3§+_>a§
v a e

Basta pensare che il trapezolde 7'dif in [4, #] & l'unlone dei due trapezoid 7j e
ndifin[a, c]ele bl eche ciascuno di essi @ misurabile perché attenuio come
intersezione dl T rispettivamente con il rettangolo [, ¢] x {0, ] e [¢, b] x [0, J]
dove I é l'estremo superiore di £ In [a, 4] (cfr, Fig, 9),

Fig. ¢ Q

Se f e g sono integrabili e non negative e sl ha f(x) < g(x), allora
b

_¢
_. .lau%m _ mﬁa{e
L e

Basta osservare che il trapezoide relatvo ad /' & contenuto in quello relativo a g
e ricordare Ia proprietd di isotonda dell’area (81 veda la 2 del paragrafo 6,1 del
volume Verso 'infinito).

Fig. 10 [s)

La definizione generale di integrale definito

Fino ad ora abblamo considerato soltanto l'integrale di funzioni non negatlve e
la nozione di Integrale & stata ricondotta a quella di area (I'area del sotrografico
della funzione),

Ora vogliamo estendere l'integrale a funzioni che possono assumere anche va-
lori negativl; nello stesso tempo vogllamo dare all'integrale una struttura algebrl-
ca pil ricca, Il passo che ¢ accinglamo a fare & analogo a quello che abblamo

compiuto all'inizio dell'algebra, quando siamo passati dal numeri assoluti ai nu-
meri relativi. Anche in questo caso la definizione di integrale verrd estesa in mo-
do da conservare le principali proprieta formali; quella che piir of interessa & la
I, cioé l'additivitd rispetto alla funzione da integrare:

b 4 b
J, e+ st = [ piwgant [ gty ’

ot . 23

Consideriamo allora in primo luogo il caso in cut la funzione S di cut vogliamo
definire Fintegrabilitd sia non positiva e precisamente sia l'opposta di una fun-
zione g non negativa e integrabile, ciod f(x) = ~g(x) e g(x) > 0 e integrabile.

Allora, essendo, f{x) + g(x) = —g(x) + g(x) = 0, 51 ha che f + g & integrabile e

b
|| @)+ ganax=o

a

5e allora vogliamo che valga la 8 deve essere

ﬂhé%+ﬁ£@%no

cioé ricordando che f(x) = —g(x)
b b
| e = [ (s 9

o
Siamo cosi portati a dire che
una funzione foon positiva & integrabile se 1o & la funzione opposia
& = ~f e il suo integrale & Vopposto dell’integrale della g.

Dal punto di vista dell'interpretazione geometrica cid significa che rlsulta misu-
rabile Vinsieme

T'={(x,3):a<x<bflx)<y<0}

il quale si ottiene dal sottografico 7 della funzione & = f per simmetria rispetto
all'asse x (cfr, Figg, 11 ¢ 12).

y y y = )

Flg. 11 Flg. 12

1 due insiemi 7' e 7 hanno I4 stessa ared. L'integrale, quindi, & 'area di 7* cam-
biata di segno.



Consideriamo ora una funzione f che sia differenza di due funzioni g e b en-
trambe non pegative € integrabili:
fix) = glx) — blx)

volendo far valere ancora la 8 e tener conto delle osservazioni precedenti si do-
vri pofre

b - b b b

[/t = [ awas+ [ (-ptoae= | gt [ poa
a [} 2] [ a2

Viene allora naturale introdurre la seguente definizione

Una funzione x — f{x) definita nellintervallo [a, b] ed ivi limitata si
dice integrabile se ¢ differenza di due funzioni integrabili non negati-
ve g ed b; lintegrale (definito) dif in la, b] si pone, per definizione,
uguale alla differenza deghi integrali di queste, ciod

oly

ﬁ.\.?v&x = _&%?V&H - _ b o )dx 10

Jer (4] [
Naturalmente per legittimare questa definizione occorre dimostrare subito
che essa non dipende dalla particolare scomposizione di fnella diffe-
renza di due funzioni non negative e integrabili (& evidente che se esiste
una tale scomposizione ce ne sono infinite alire) e pitl precisamente che il va-
lore attribuito all'integrale & indipendente dal modo con cui f viene scomposta.
Supponiamo infatti che sia contermporaneamente '

Flx) = glx) = blx) = g1(x) - &) 1
dove g, b, ;e M sono funzioni non negative e integrabili. Dalla 17 si ricava
g(x) + (%) = &1(x) + b(x)

e quindi per la proprietd It del patagrafo precedente, applicabile perché le fun-
zioni g, #, g e by sono non negative, si ha

._.M,m?&&a + h by(x) de = ,—H () doc + _M b(ac)dc

da cui
&

ﬁmg% a_

a

b{z)dlx = ﬁ g1 () dox — _& b () e

a

Dunque il valore dell'integrale di f* che si ottiene a partire dalla scomposizione .
f =g~ b coincide con quello che si ottienc a partire dalla scomposizione -

f = g - by E cosi la definizione di funzione integrabile & pienamente legirt-
mata.

f (parte positiva di f) e f~ (parte negativa di £ cosi definite:

Tgé se f{x) >0

frx) = 0 se f{x) <0

In particolare una funzione f sara integrabile in [a, b] s lo sono le due funzioni -

Ovviamente si ha;

(cfr. Figg. 13 e 14).
Pertanto se f* ed £~ (che iohi . .
1o & e.si wmw f .Q ©sone funzioni non negative) sono integrabill, anche f

b

ﬁ Fladx = ﬁ F (o — % £ ()de

4 a

¥
A, y = ()
m
m
o« v -
Fig. 13
y
N Sl
t 1 . /
m /> \\
ol a .
Fig. 14

nomMD W“HM%M n:._SmSm. %mwﬁmhﬁno ci¢ significa che risultano misurabili gli insiemi
itra il grafico delia f e I'asse x e che '] :
. tegrale compiit iti
le aree di quelli che si i s rstame lo aree
:1li ¢k trovano al di sopra dell'asse x e negati
_ : } egativamente le aree dj
quelli che si trovano al di sotto dell'asse x (cfr. Fig. 15) ¢ saeed
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Passi
ssiamo ora ad estendere e a completare per ke funzioni di segno qualunque le

proprietd fondamentali dell'tnilegr i id vi
R e grale che abbiamo gid visto per le funzioni non
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vi

Integrabiliti delle funzioni continue. Se f & continua in la, B f & Eﬁmﬁ-‘
bile.
Infatti in tal caso (o si verifichi) anche £+ ed f~ sono continue e dunque inte-
grabili per il teorema T4.
Integrabilita delle funzioni monotdne. Se f & monotona in [a, b] f & integra-
bile,
Infat in tal caso (lo si verifich) anche /* ed f~ sono monotdne e dunque inte-
grabili per il teorema T3.
Omogeneita dellintegrale. Se f ¢ integrabile in (@, b] e & un numero reale
qualunque, anche kf & integrabile e si ha
b b
| r(ayae = b s
a a

1a verifica & immediata.

Additivita dell’integrale rispetto alia funzione. Se f e g sono Sﬁ.mmﬁ_uw: in
[@, b] anche f +glo & esiha

_w>3+a§§um>5§+ma3§

La dimostrazione & immediata perché abbiamo proprio introdotto la definizione
di funzione #ntegrabile per ottenere questa proprietd; infatti bastd osservare

chese f=fi —feg=g —g confi,fr & ¢ & non negative e integrabill st

haf+g=(fi+g)—(fit@m)confit+am e f» + g non negative ed integrabili
e quindi f + g & integrabile e si ha

w w w
_q@i£§§4%§3+£§§l_gg+§§%n
(per la proprieta Il del paragrafo precedente)

b b

?E% + T;&% - mia% - %

a

Mx&%nh x@a%i m@v%_

a a
Da Wl e IV segue la cosiddetta
Linearita dellintegrale. Se f e g sono Integrabili in (@, b] e b e k sono numer
reali qualunque allora Af -+ kg € integrabile e si ha
b b b
[[ o) s = [ free 1] stoa
a -] a
Additivita dellintegrale rispetto all'intervallo di integrazione. Se féinte-

grabile in [@, 4] e ¢ & tale che @ < ¢ < b, allora f & integrabile in [a, d einlc, 4]
e si ha

ﬂxsﬁﬂﬁ>3§+mzi§

a a

.

La dimostrazione & immediata,

v

v

Isotonia dell’ i ili i

oo Wintegrale, Se f e g sono integrabili in [z, b e sihaivif{x) < g(x)
b b

s < | stas

]
La dimosirazione & immediata.

Ricordiamo anche un'altra importante proprieti che va sotto il nome di teorema

della media.
Se f € Integrabile in [4, 5] la sua media integrale ciod il numero
[/ () e
b—a

€ compreso tra l'estremo inferiore 7 e l'estremo superiore 7 di fin
Per questo basta osservare che siha I < f(x) < Lin la, &
prietd v - - .

oi _ & continua i iché
8¢ poi In particolare £ & continua in [a, 8], poiché essa assume tutti i valori com-

presitra [ e L (vedi ad esempio il volume Verso I 7
: 0 LInfinir ragra i
ha che esiste almeno un punto ¢ in [a. B] tale che Vinito pasigalo 3.6, 19) s

[, B].
| ed applicare la pro-

1 b
5 SR = 10

a

Fig. 16

Riprendiamo ora il procedimento che abbiamo in
dare un eriterlo utile per I'i
portato al teoremi T1 e T2
so di funzioni di segno
[a, B, per ogni # suddi

trodotto nel paragrafo 8.2 per
ntegrabilitd di una funzione non negativa e che n_.wsm

cerchiamo ora di estendere tale procedimento al ca-
mc&:saﬁm. Data, dunque, una funzione f lmitata in
vidiamo [a, 8] in » intervalli uguali mediante j punti

b —

o
Xe=a+k k=01, n

e consideriamo le somme o}, e o

i)
P X b—a = -
o =31 e o =S pb-a
b=l

n H]

" dove, pero ' e Il sé i .
» perogni &, I e J s6no rispettivamente l'estremo inferiore ¢ Pestremo su-

periore di £ in [xg-1, 4], Si ha allora il seguente



Sia f{x) unz funzione Hmitata in [, b) allora flx) & azmmm.\w&nn in
Iy d ’
l#, b] se-e solo se esistono 1 limid delle due successioni o, € o), € sono
ugual. Inoltre si ha
4
lim o, = lm o = | flx)dx
moa M e Ja
: : PP ! "
Prima di injziare la dimostrazione conveniamo di indicare con of, () ¢ o (@) le
d “ i i imitata in [a, b].
somme o, e o relative ad una funzione pm Yimita . | . ] L e
Osserviamo poi che se indichiamo con A l'estremo inferiore di f integrabile in
la, b] la funzione f(x) — X & non negaiiva ed integrabile perché lo sono le fun-
zioai f{x) e la funzione g(x) = A e si pud dunque applicare la proprieta V.
Allora, per # T2, si ha che
5

(f () — A = % Flx)de — Mb—a) 12

a

b
maol,(f —A) = bmoy(f — X)) = %

Osserviamo ota che:
d(f =N =d(N)-Mb—a) e of(f-N=coy(f)—Mb~a} 13
Passando al limite si ha:
timal,(f = ) = limaly(f) = A(b ~ )
limol(f — A} = maoly{ f) — A(b— a)

b
dunque, per la 12, limal,(f) = mol,(f) = .— Jx)dx
a
Viceversa, se lhmal,(f) = limo,(f) da 13 segue che Mﬂ.ﬁﬁ.ﬁrﬁ%l yv =
= Iimo/t(f — A); questo significa, per il teorerna ¥1, che f — A & _Dﬁmmnmwz.m e
dunque, per la proprieti V lo & anche £, poiché & f(x) = (f(x) —A) + Aesiha
5

ﬁi&%i () = N+ (b — @) = Himdly(f — X} + Mb — @) =

a

= Himaly(f ~ N + Mb — @) = limdy(f) = limoly( )

Dal teorema 5 si deduce che, come per le funzioni non negative, anche per
una funzione f di segno qualunque integrabile si ha

b
b.saQaH .— \Ai&x

a

ki
dove ap = MU ) b-a e, per ogni k, & & un punto qualunque dell'intervallo
7
b=

[%4-1, X Per questo basta ripetere passo passo il ragionamento svolto per le
funzioni non negative.

Vediamo, infine, un’ulteriore estensione delPoperazione di integrazione in mo-
do da sviluppare completamente le sue proprietd algebriche. . .

Sia duncue £ una funzione integrabile in un intervallo [g, bj; essa & allora _:mm-
grabile anche in ogni intervallo [¢, d], @ € ¢ < d < b, contenuto in [a, b); quin-

v

di possiamo associare ad ogni intervallo di questo tipo lintegrale di £ su di esso,
cioe considerare Iapplicazione

4
el = | rtx)as
c

Vogliamo ora considerare anche gli-intervalli orientati, distinguendo quelli
orientat! positivamente da quelli orientati negativamenie.

Pi precisamente dati due numeri ¢ e o qualunque appartenenti ad {a, 5] essi
individuano un intervallo [c, 4], orientato positivamente se & ¢ < d, orientato
negativamente se € d < ¢. Vogliamo associare anche agli intervalli [c, d)] orien-
tati negativamente un numero da chiamare integrale di f su [¢, d]. Quale sari Ia
definizione piti opportuna? $e vogliamo mantenere la proprietd V1 di addittivita
tispetto all'intervallo di integrazione viene spontaneo definire

¢

.ﬁa.\mxv&a = l% F(x)dx se d<c 14

da

ed estendere questa definizione anche nel caso ¢ = 4, peonendo

[ rwax=o 5

[~

Infatti con queste definizioni possiamo dimostrare la proprieta di addittivita
per lintegrale nella forma generale seguente.

Se f ¢ integrabile in [, 8], @ < b, presi comunque tre punti neltintervallo [a, &],
¢, d, e siha

< c e

L= [ e [ s o

Infatti possiamo supporte ¢ < o (perché altriment basterd scambiare il ruolo di

¢ con quello di &); allora si possone presentare tre casi; 1) ¢ < e < d De<e,
Dexd

Nel prime caso la 16 non € aliro che la VI,
Nel secondo caso, sempre utilizzando la VI, ed eventualmente la 15,51 ha

ﬁxaﬁuﬁzé§+ﬁxé%

e [ c
e dunque per la 14 si ha

% &q (x)dx = ?ﬂ () — _ﬁh&sw = % Flx)dx + ﬂ ) die

[ e c e

Analogamente si ragiona nel terzo caso.

Per gii integrali su intervalli orientari (il letiore se ne accerti) anche le proprietd
IV, V, V1, eVilll precedenti rimangono valide; in particolare si osservi che nella
VIH, (teorema della media) se & b < # allora la media integrale di f non varia
perché cambiano scltanto il segno del numeratore e quello del denominatore.
La proprietd VIl nel caso a > b, si trasforma nella seguente:



se f e g sono integrabili ed & £(«) £ g(a) 8l ha

b b
[ reraez [ e

a d

La ricerca delle primitive e il teorema fondamentale def calcolo
integrale

Esaminiamio ora # problema della primittva alla luce del nuovo strumento che

abbiamo introdotto: Fintegrale, Vedremo che esso ¢ permetterd di tlsolvere il

blema per tutte le funzioni continie, _.
. WMMHOMEM%Q subito il cosiddetto teoremna fonidamentale del calcolo integrale,

Sia_f una funzione continua in vn intervallo [z, b); preso un punto

gualunque ¢ di lar, B) si consideri la funzione (detta anche funzione in-

tegrale di ) o

nw) = [ s
Je

per ognix di [#, b). Allora H & derivabile in [a, b] e si ha
H'(x) =f(x)
Dimostrazione. Sia % un putito fissato i [d, b); allord sl b, per la 16, per opni
x di [a, B . .
() - () = [ fenae - [ o=
4 [
o3 * 1] &
= ﬁa\S& .; St = _. (B dt = .—g.\S&
e Moo o HE .

e percid si pud scrivere per & £ Xy
¥

G
mE-Eénr;f

X - &y &= a
Ora, per Ia continuitd di £, per ogtit ¢ > 0 8 pud deternifiare up § » 0 tale che
qualunque sia % in [% — 6, & + 6] &l abblx

Flag) ~ & S F() £ f () +¢ 18

Nello stesso intervallo, per il teorema della media, il secondo metibro %E&_,Mm
compreso tra l'estremo inferiore e Pestfeimo superiord ,& ,\ ; _:. T& ~ 8, ,&w 4 i y
lota, tentito conto delle relazioni 17 ¢ 18, per ophi & compreso in [& ~ 6, & +

e diverso da a, si pud scrivere

17

F(#) —£ < Ewm‘m_g < f(a) +¢
e )~ Hw) o
G0 B

Questo dice appunto che H & derivabile in , e che & () = f{x).

Dunque H(x)é una primitiva di £ (%) in [a, b]; e poiché sappiamo (vedi paragra-
fo3.3., corollario del 'I8) che due primitive di £ differiscono tra loro solo per una
costante, posstamo concludere di aver trovato tutte le primitive di f; pit preci-

samente Jz famigha di tutte le primitive di una Sunzione f continua in (a, &) &
data da

_&
% 23%.;
c

dove ¢ & un punto fissato di [a, b € k una costante reale arbitraria,

In particolare si pud prendere ¢ = g e dunque ogni primitiva F(x) di J(x)e&da-
ta dall'espressione .

Exvnﬂ\:vaiaw. . 19

essendo £ un nuimero reale,

Di solito si suole indicare con il termine integrale indefiniio la famiglia di tutte le
primitive di una funzione f(x) continua in [a, B]; per essa si usa la notazione

T {x) el 20

Si riserva il nome di fntegrale definito allintegrale su un intervalio, quale & stato
introdotto nei paragrafi precedent,

Osserviamo che il T6 vale ovviamente anche nel caso che f sia definita in un
intervallo aperto, semiaperto o illinitato.

I teorema fondamentale del calcolo integrale ci assicura dunque l'esistenza di
una primitiva (e quindi di infinite altre) per ogni funzione f continua,

Nella pratica perd si procede in senso inverso, ciod §i utilizza la conoscenza di

una primitiva di £ (trovata per aftra via) per calcolare un integrale definito. Per
b

esempio si voglia calcolare .ﬁ S(x)dx, fessendo continua in [et, B], conoscendo
a

una primitiva F di f. Allora per quanto abbiamo visto esiste una costante £ op-
portuna tale che F si possa scrivere nella forma 19; da qui, ponendo x = a4, st

ricava che questa costante deve essere esattamente data da F(a); allora, ponen-
do x = b nella 19 si ottiene

ﬁ:&§uas|33 21

a

Lintegrale definito di £ su a, b] & quindi dato daill’incremento di una
qualsiasi primitiva F di f.

- 72 '
Ad esempio — COsX dx = .:.am —sind=1.
0

Frequentemente lincremento F{b) — F(a) viene indicato con il simbolo

[Pl



La conoscenza di una primitiva e quindi dell’ integrale indefinito di una funzione
J & dunque importante anche per il calcolo esplicito dell'integrale definito della
J suun intervallo fissato. Di qui dunque l'utilita di regole per la ricerca degli in-
tegrali indefiniti, quali quelle che vedremo nel prossimo capitolo.
Naturalmente non & detto che assegnata una funzione continua § qualunque sia
sempre possibile determinare esplicitamente e in modo facile il suo integrale in-
definito. In questi casi se si deve calcolare lintegrale definito di f suun interval-
lo si ricorreri alle definizioni dei paragrafi precedenti o a qualche altro artificio
che permetta il calcolo dirette di tale integrale definito.
In ogni caso insistiamo sul fatto che lintegrale definito € un numero, mentre
Uintegrale indefinito é una famiglia di funzioni la CONOscenza %:.Eﬁmnm_m in-
defintito di una funzione ;w & un’informazione molto piti ricea e piv difficile da
ottenere di quella dell'integrale definito su un singolo intervallo, perché ci per-
mette di conoscere l'integrale definito su un qualsiasi intervalle (contenuto nel-
Iintervallo di definizione della /). Per esempio, se abbiamo una funzione con-
tinua su tutto 'asse reale e dispari (ciog tale che f(—x) = —f(x) per ogni x) &
immediato dedurre che il suo integrale definito esteso ad un intervallo di centro
~onm§m & nullo, cioé

a

| r@ax=o

-
e tuttavia pud essere assai difficile trovare esplicitamente il suo integrale indefi-
nito (cfr. fig. 17).

Fig. 17
Per finire riportiamo qui una tabella di integrali indefiniti ottenuti direttamente
dalfa conoscenza che abbiamo delle derivate delle funzioni elementari;

1

Qamun” Q+H .@ H
x P 7% -+ se o é reale £ —

dx = In|x| + &, %mx&xﬂmflm

cos xdx = sinx + k, TER dx=—cosx+ k

i

S—dox = tanx + k
cos*ox

u._.,L__,c_.,a_ﬁ
RFF—'

7 + Rm = arcianx + k, %

J7=

Dalla conoscenza di questi integrali indefiniti & facile calcolare con la 21 gli in-

dx = arcsinx + k

tegrali definiti estest ad intervalli conternuti nel campo di definizione della fun-
zione integranda; cosi ad esempio:

¥ ) . x 3w
.ﬁo sinx dx = [—cosx]d = Im%l,m|+ cos0 =1

M
.— mx&xu_mﬁwﬂmfw
o

NH N
_.H M&x = [ln|xi]{ = 2

Si faccia perd attenzione a non commettere il seguente errore:

N
”—
;.L M&x = [In|x|”, = in2

poiché l'intervallo [—1, 2] non é contenuto nel campo di definizione di 1 che &
. o] *
costituito da R — {0}; 1a funzione — non & integrabile in [-1, 2]
p .

R




