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ABSTRACT. — This paper concerns a mumerical method for one-dimensional scalar
conservation laws. An algorithm is proposed in order to solve numerically a suitable
hyperbolic system with a Jinear convection and a nonlinear source term, approaching the
conservation law; the decoupling between the source term and the convection term is
obtained by a splitting technique and for the convection term a discontinuous in time

Galerkin methed s used.
Theoretical considerations and numerical tests show that the proposed scheme is

stable and efficient.

1. Introduction

Con il termine legge di comservazione si indicano sistemi di
equazioni alle derivate parziai dipendenti dal tempo, generalmente
non lineari, iperbolici del primo ordine ed omogenei. Dunque, nella
loro massima generaliti, sono equazioni del tipo:
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. d
(1) BtquZBmiF;(u) =0

i=1

con z :RYxR*"—R™ e F, : R®"— R™ si suppone che le F; siano
sufficientemente regolari e verifichino la condizione di siretta iper-
bolicita:

d
Yu S Rm, V(f = Rd; ZE&: . au-Fi (U)

=1

ammette autovaloni reali e distinti; ad (1) va aggiunta la condizione
Iniziale (dato di Cauchy).

Non pochi fenomeni sono modellizzati da leggi di conservazione;
la applicazione principale riguarda forse il campo della gas-dinamica
con le equazioni di Eulero che descrivono, in certe condizioni, il moto
di un gas. Piti in generale tali equazioni modeilizzano fenomeni di
trasporto che prevedono la conservazione delle grandezze fisiche di cui
interessa conoscere 'evoluzione teinporale.

Dal punto di vista dell'analisi come & noto il problema (1} ha
esistenza della soluzione solo se si intendono le derivate in senso
distribuzionale (cioé se si riformula in senso debole) poiché anche per
dati iniziali regolari si ha la formazione di discontinuita dette shock,
mentre il problema dell'unicitd, ben piti complesso, rimane ancora
aperte nel caso pil generale; per molii sistemi particolari (di fatto
per tutti i modelli di interesse fisico} si ottiene unicita della soluzione
aggiungendo richieste ulteriori, generalmente dette condizioni di en-
tropta: si tratta infatii nel caso delle eguazioni della gasdinamica di
formulazioni del principio dell’entropia e caratterizzano la soluzione
fisicamente significativa. Un buon metodo numerico deve riuscire a
trattare quanto sopra descritto: deve essere cioé in grado di risolvere
gli shock, quando presenti, e deve convergere verso la sohwzione
verificante le condizioni di enfropia (numericamente cid & legato a
proprietd di stabilita del metodo). Queste richieste sembrano nella
pratica essere antagoniste e comunque solo in casi relativamente
semplici & possibile sviluppare una soddisfacente teoria numerica.

Per molti anni gli sforzi degli analisti numerici si sono concentrati
sullo sviluppo di schemi alle differenze finite. Molto pit recenti sono ghi
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studi di metodi numerici ad elementi finiti; come & noto tali metodi, che
sono nati e funzionano ottimamenie nel contesto dei problemi ellittici,
presentano rispetto ai precedenti, al prezzo di una maggiore ‘spesa’
computazionale, indubbi vantaggi riguardo alla possibilitd di trattare
domini con geometrie generiche e condizioni di bordo non banali
(come & il caso della (1) quando il dominio spaziale & un sottoinsieme
di RY).

In questo articolo si presenta un nuovo schema nmumerico agli
elementi finiti per il problema (1); per ragioni di semplicita si trattera
esclusivamente il caso scalare unidimensionale, anche se in linea di
principio il metodo & estendibile al caso generale. La tecnica proposta
¢i fonda su analisi teoriche svolte da T.P. Liu (si veda ad esempio [L) e
gia utilizzate con successo nell'ambito degli schemi alle differenze finite
da 8. Jin e Z. Xin in [JX]: Iidea consiste nell’ approssimare la legge di
conservazione per mezzo di un sistema iperbolico lineare con un
termine di sorgente non lineare dipendente da un parametro di
rilassamento e. La soluzione della legge di conservazione scalare
unidimensicnale:

(2) u+ f(u), =0

sara approssimata dalla prima componente della soluzione (cioe dal-
Tincognita ) del sistema:

ut‘i"?)r:D
@ {ora w T riw)

in condizione di rilassamento, ovvero quando £ — 07; nel sistema (3)
si pone per lincognita ausiliaria v la condizione iniziale di egquilibrio
locale vli—o = f (u) |10, Mmentre il parametro o deve essere scelto
opportunamente affinché si abbia la convergenza verso il problema
che si é interessati a risolvere:

) {Ut +f{u), =0

v= f{u}.
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Derivando 1a seconda equazione di (3) rispetto alla variabile x e
sostituendo nella prima si puo eliminare la v ottenendo:

& 3 3] 0
(5) E(aﬁ'uﬁﬁ“):mu+&nj(u)’

dunque il sistema (3) iniroduce una perturbazione nella legge di
conservazione originaria (2} di tipo iperbolico del secondo ordine. La
riformulazione (5) non offre indicazioni riguardo alle condizioni neces-
sarie alla convergenza a cui si & interessati; si supponga, procedendo in
modo puramente formale, di approssimare (3) al primo ordine in ¢
rispetto alla condizione (4), ponendo v = f (u) + sv; + O (¢?) nel siste-
ma (3):

{Ut +f(u)¢ +€'U1,:r + O (82) ={}

flu), +emy +0(H) +a-u, = (v, +0(e)),

e dunqgue:

{ g+ f(u)I + £z -+ @ (&.2) =1
Flujw+a-u=—(:+0(e))},

sostituendo dalla prima equazione nella seconda:

{ w+ f(u), +evy, +0(E%) =0
_f, (u)zu’v +a-t, + O (E) = Ui,

e sostituendo ancora nella prima equazione:

{u,, ), = ((o— £ @) w) +0()

_f’ (u)Qurv_‘“a' um"‘O{E) = 1,

in conclusione si ottiene 'approssimazione formale:
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w £ (o), =< (o F ) cuz) FO(E)

6
(©) v=flu)—¢ a—f’{u)Q)uz—é—O(EQ),

che fornisce un'indicazione per la scelta del parametro g; infatti dalla
prima equazione di (9) si vede che Iincognita u verifica, trascurando 1
contributi di ordine superiore al primo rispetto ad e, un’equazione
differenziale che & ben posta se il secondo membro & dissipativo, cioé se

(a—f W) =0
o, in modo equivalente:
(7) —va< fu) € Va.

La (10) & detta condizione delle sottocaratteristiche di Liu
(introdotta in [L]), poiché, essendo +./a gli autovalori della matrice
di trasporto del sistema iperbolico (3), la condizione (7} equivale alla
richiesta che le caratteristiche di {2) siano contenute tra la coppia di
caratteristiche di (3). La condizione (7), che qui & stata oitenuta
formalmente, garantisce che il problema (3) sia ben posto e conver-
gente verso (4) quando £ — 0%, 1l lettore interessato potra trovare una
analisi espressamente rivolta al caso in esame nei recenti articoli di
Natalini e dei suoci collaboratori, in particolare [N1] e [AN].

1 sistemi di leggi di conservazione con termine di sorgente e il
loro rilassamente sono studiati da tempo perché la loro importanza va
oltre la tecnica di approssimazione qui proposta; in particolare la teoria
sviluppata da T. P. Liu riguarda casi molto generali che comprendono,
per citare un esempio rilevante, i modelli cinetici della gasdinamica.

Jin e Xin propongono per (3) uno schema numerico alle diffe-
renze finite che si avvantaggia della struttura lineare del termine
convettivo e tratta separatamente e in modo implicito (con una tecnica
di splilting) il termine sorgente, senza risolvere equazioni non lineari.
Tale schema risulta dunque concettualmente pitt semplice rispetio ad
alire tecniche che offrono prestazioni analoghe, quali ad esempio i
metodi di Godunov con Riemann solver.
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In questo articolo si propone una nuova discretizzazione del sistema (3)
basata su elementi finiti, utilizzando la strategia di Johnson (si veda
[JS]) di scomporre il dominio spazio-temporale in opportuni sottoinsie-
mi denominatl slabs; Palgoritmo introdotio prevede al tempo ¢ la
risoluzione analitica del contributo di sorgente per un passo temporale
di ampiezza k e quindi la risoluzione del termine di trasporto con
elementi finiti nella siab di dimensione temporale k (definita nel caso
unidimensionale come R x [t,¢ + k). La soluzione oitenuta al tempo
t+ k diventa il dato iniziale per la successiva iterazione. Lo schema
cosi ottenuto ha buone proprieta di stabilitd anche senza introdwrre in
modo esplicito termini stabilizzanti; inoltre la linearita del termine di
trasporto consente di ottenere un algoritino molto efficiente in termini
di complessita computazionale.

Nel seguito sara descritta ed analizzata tale procedura numerica: nel
paragrafo 2 si infrodwra lo schema per (2), nel paragrafo 3 si
svolgeranno considerazioni rignardo stabilita e consistenza dello sche-
ma ed infine, nel paragrafo 4, si presenteranno alcune prove numeriche
e si confronteranno per un particolare problema modello le soluzioni
ottenute con il metodo qui presentato e con il metodo alle differenze
finite proposto da Jin e Xin.

2. Schema numerico

L'algoritmo presentato risolve il sistema (3) utilizzando una tecni-
ca di splitting dell'operatore differenziale nelle due parti di trasporto e
di sorgente: il contributo di sorgente é risoito esattamente per un passo
temporale di ampiezza & considerando di fatto ii risultato limite per
g — 0%, mentre il termine di frasporto & discretizzato con elementi finiti
secondo la tecnica proposta da Johnson (in [J1]) in una slgb di
dimensione temporale k. La soluzione ottenuta al tempo -+ & diventa
il dato iniziale per la successiva iterazione. La descrizione dello schema
suppone, come si & fatto fin qui, che il deminio spaziale sia I'intera retta
reale e che asse dei tempi sia l'intera semiretta reale, evitando cosi di
considerare possibili condizioni di bordo, anche se questo non sara
ovviamente il contesto delle successive sperimentazioni numeriche.
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Per quanto riguarda il termine sorgente va osservato che il
problema (in cui non compare piu la dipendenza dallo spazio):

Uy = 0
v = —1(v—f{w)
(®) u (_f) = Up
v(t) =w

si risolve esattamente nonostante sia non lineare: infatti si ha facil-
mente dalla prima equazione che u = uy e dunque, sostituendo nella
seconda equazione che é lineare nella v, si oftiene:

) {u(t) =

v(t) = (w0 — f(uo))e % + f (up)

quindi, quando ¢ — 0, la soluzione di (9) converge per { > 1 a:

(10)

{ uit) =uy
v(t) = f(uo)

I primo passo di splifting consiste allora nel porre v = [ (1) come dato
iniziale per la soluzione successiva della parte di trasporto.

La parte di trasporto & discretizzata con elementi finiti. Si
definisce la slab n-esima come Finsieme S, = R x [(n — 1) k, nk{, dove
k & lintervallo di discretizzazione temporale che si suppone per
semplicitd uniforme e si introduce uno spazio di elementi finiti su S,;
nel seguito si considerate tre diverse possibilita:

1) elementi di tipo triangolare uniformi di base A ed altezza k come &
rappresentato in Figura 1 con funzioni lineari a tratti e continue su
S.; detta T}, la triongolazione di 5, lo spazio di funzioni approssi-
manti (definite su 5,) si descrive utilizzando le usuali notazioni
come:

(11) Epp = (€€ H' (Sy): Elpe PH{E), VE € Th};
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2) elementi rettangolari (di dimensioni 2 e k) e funzioni bilineari a tratti
e continue su S,; in questo caso si definisce

(i2) S = {6 € HY(S,): ¢|lpe Q' (E), VE€ T} ;

3) sempre elementi rettangolari come i precedenti ma con funzioni che
sono i ciascun elemento lineari nella variabile spaziale e costanti
rispetto afla variabile temporale, cioé:

(13) Shn={6€ H'Y(S,): £lpe Pl @ P){E), VE€ T} .

ta

1 3 " .
o > P —2°
Sn =
o £ £ - +—o
J+2 N =+ h —

¥

Fig. 1. — Triangolazione della slab secondo la scelta indicata al punto 1.

Nelle notazioni qui sopra introdotte non si & mai indicata la
dipendenza dal passo di discretizzazione temporale &, che pero inter-
viene nella definizione della triangolazione T, e ancor prima nella
scomposizione del dominio in siabs; & sottinteso infatti in tutte le
considerazioni seguenti il legame di diretta proporzionalita tra b e k.

Globalmente le funzioni approssimanti su tutio il dominio
2 =R x (0,+ o¢) saranno ottenute giustapponendo le funzioni appros-
simanti definite sulle singole slabs e dunque apparterranno allo spazio
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Ty = [I Zns; si noti che le funzioni di =, risultano discontinue sul
nzl

confine tra una slab e la successiva.
Lo schema che discretizza I'operatore di trasporto considerando i

passo iniziale (10) (cioé lo schema per il sistema (3)) & il seguente
schema di Galerkin standard: si cercano U7,V € E, tali che valga, Yy e
eSS, evVnzl

a [ (%] ] ) |5
e (] - e L) (5 faemo

oppure equivalentemente, svolgendo i prodotti scalari e separando le
due componenti:

(15 fs,‘ (Un,t + Vn‘x) - oy drdt + fR (U,; — Ur-:ll) @, dz = (
) Js Vg + allz) - b dadt + [5 (Vo — F(U_ )} o, de =0

dove sono state uiilizzate le notazioni seguenti: per la generica funzione
¢ € T, si & indicata con &, la resirizione a S, e con £ e £, la traccia di
¢, sulla base superiore o, rispettivamente, inferiore della slab S, &
oppure &, ¢ indicano in modo compatto la derivata spaziale o temporale
ed infine con U si é indicato il dato iniziale uo. I primo integrale in
(14) descrive 'operatore di trasporto del sistema (3), il secondo
integrale forza la continuita della soluzione tra una slab e la precedente
per la U ed inoltre forza la condizione di equilibrio locale
Vnﬁ = f (U;:tl) !

3. Analisi dello schema numerico

Per 1o schema (14) vale un risultato di consistenza deila forma
dei teoremi di Lax-Wendroff: ogni famiglia di soluzioni numeriche
convergente quando gli intervalli di discretizzazione h e k tendono a
zero ammette come limite una soluzione debole di (4). Va osservato
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che questo fatto non & ovvio a priori, poiché esistono metodi stabili e
che sembrano una sensata discretizzazione dell'operatore differenziale
di trasporto ma convergenti verso un limite che non & soluzione
delfequazione considerata; peraltro il risultato di consistenza e facil-
mente dimostrabile utilizzando tecniche standard ed il lettore interes-
sato pud consultare [LV] per una presentazione generale oppure [S] per
una analisi dettagliata dello schema (14).

Come si osserva in {P] per un ampia classe di probiemi che
interessano il campo della fluidodinamica le difficolta che si incontrano
nellanalisi teorica dei metodi numerici riguardano le proprieta di
stabilitd. Per o schema (14) non si dara qui una rigorosa giustificazione
matematica del suo comportamento stabile, che appare nelle prove
numeriche effettuate e riportate nel paragrafo successivo, ma saranno
svolte alcune considerazioni per cercare di individuare e descrivere la
ragione della stabilith dello schema. In effetti stupisce, ad una prima
osservazione, che (14) wutilizzi una discretizzazione di Galerkin standard
senza linfroduzione di alcun termine stabilizzante; le tecniche di
discretizzazione per leggi di conservazione scalari proposte da Johnson
ed aliri (descritte e studiate in [JS], [JSH], [JJS] ed infine in [JR])
devono Ia loro stahilith anche all'uso di funzioni approssimanti discon-
tinue nel tempo (cioé discontinue sul bordo delle slabs) ma soprattutio
all'introduzione di viscosita artificiali non lineari di tipo SUPG (Stream-
line Upwind Petrov Gelerkin) e di tipo SC (Shock Capturing), le quali
naturalmente appesantiscono il carico computazionale dello schema. In
(14) pon compaiono in modo esplicito termini viscosi rispetto al
trasporto nelia coordinata spaziale ma é il sistema stesso che introduce
un meccanismo di viscosita per Pincognita wu.

Si supponga, per poter meglio precisare questo punto, di utilizza-
re la famiglia di elementi finiti descritti al punto terzo di pag. §; tale
scelta semplifica lo schema perché scompaiono le derivate temporali e
(15) diventa:

¥n = 1 si cercano U, e V, tali che Yy, e iy :
(16) k fR Vi - ion dz + fR (Un —Un-1) pndz =0

ak fR Un,m : ’l/bn dx + fR (I/v'l - f(Un—l)) ) 1/)11 dr=10.
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Si supponga di poter scegliere neli'ultima riga di (16) ¥ = —¢nz
integrando per parti si avrebbe

(17) / V;pz *Pn dx Z/ f (Unfl) C P dr + ak[ Un,w C Oz dz
JR R R

e dunque sostituendo di nuovo nella prima equazione di (16) si avrebbe

U, — U,
ag) [GTt) oy [ fw) ook [ Voo puede <05
R k R R

1a formulazione variazionale (18) corrisponde ad una discretizzazione
di Eulero esplicita nel tempo con aggiunta di diffusione artificiale; gh
ultimi passaggi sono da considerare solo una indicazione del mecca-
nismo che introduce stabilitd nello schema: infatti non & possibile
alPinterno del nostro spazio di funzioni approssimanti scegliere
1, = —pn. (& naturalmente un fatto generale che Tinsieme delle
funzioni test non sia chiuso per derivazione) e dungue si deve rifenere
che in (18) il secondo e il terzo integrale siano in qualche modo
approssimati.

TUna corretta deduzione dello schema numerico. che corrisponde a
(16) per la sola u pud essere ottenuta utilizzando i valori nodali come
incognite. In [S] questa analisi ¢ sviluppata per gli elementi bilineari
nello spazio e nel tempo (come indicato al punto 2 di pag 5), mentre
ora per maggiore semplicita st procedera con gli elementi costanti nella
variabile temporale. Introducendo la base {®%}, . di funzioni di forma
su S, si ha per S, e V, la rappresentazione in termini dei valori nodali:

Uy (z,tl = Zuf;z B! (z,1)
Vo (1) = > ok, @ (2,1)
e le funzioni di forma sono esprimibili come:

(19) &, (z,1) = & (z)
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dove & : R — R rappresenta la funzione di forma spaziale che
assume valore 1 in ik e vale 0 nei restanti nodi spaziali jk, con j £
non ¢ limitativo supporre che le funzioni approssimanti abbiano
supporto compatto, in modo che ¢l si possa ridurre a considerare un
numero finito di indici. i

Si definiscano ora le matrici ad indici in Z:

M tale che my; = / & &y dx
R

99
he di; = ; dz
D tale che dy ,Ram¢id$’

M e D possono essere considerati come operatori sullo spazio dei
vettori di valori nodali: rappresentano la ‘matrice di massa spaziale’ e 1a
‘matrice di trasporto spaziale’ riferite ad una griglia uniforme sull’intera
retta reale.

Indicando con w, = {ul},., e v, = {¢!}._, 1 vettori di valori
nodali, lo schema (16) corrisponde a porre (')

(20)

kDwv, + Mu, = Mu, 4
akDu, + Muv, = M [ (u,_1) ;

st supponga di applicare M alla prima riga del sistema precedente e di
applicare I} alla seconda riga

(21) kM Du, + MM, = MM,y
akD D, + DMy, = DM{ (v, 1) ;

st pud facilmente dimostrare che M e D conumutano tra loro, come
conseguenza della particolare struttura che possiedono (infafti tali

(") Piu precisamente (20} corrisponde a (16) se si utilizza una opporiuna formula di
guadratura per lintegrale in cui compare il flusso f.
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matrici sono rispettivamente simmetrica e antisimmetrica ed il valore
di un elemento dipende solamente dalla sua distanza dalla diagonale);
sostitiendo dalla seconda equazione di (21) nella prima si ottiene lo
schema per u,:

(22) —ak? DDu 4 kDM f (v, 1) + MMu, = MMu,_y ;

nella precedente equazione alle differenze il primo addendo ha un
effetto stabilizzante: infatti moltiplicando scalarmente ambo i membri
di (22) per u, e si ottiene:

| Mup [P= My - Mug_y — kDM (1) - et — ak? || Dua |*

dove si @ indicato con |- ||° la norma euclidea per i vettori; utilizzando
infine la disuguaghanza di Cauchy-Shwartz e dividendo per || Mu, ||, si
pud concludere:

I I
e i
EDMf (1) -ty + k|| Dug |
“ .Z‘I/IUR ” “<‘- “ ﬂ/IIU’TEAI ” - || AJ‘L!. ” *

mettendo cosi in risalto che per la stabilitd nel tempo gioca un ruolo
chiave la scelta del coefficiente g, in modo che il termine positivo 17
possa controllare il termine indefinito 1.

Un differente approccio al problema della stabilith dello schema
(15), noto col nome di analisi di von Newmann e molio utilizzato nello
studio di metodi alle differenze finite, consiste nell’analizzare per il
caso di flussi lineari (ciog f{u) o< u) come le singole armoniche delio
sviluppo in somme di Fourier della soluzione numerica vengano
propagate in una iterazione temporale; questa tecnica, seppur limitata-
mente al caso di flussi lineari, offre significative informazioni rignardo
alla scelta del parametro o qualungue sia lo spazio di funzioni appros-
simanti. Si supponga di voler utilizzare ghi elementi bilineari descritti al
punto 2 di pag. 5; in questo caso la soluzione numerica U/; (come ogni
altra funzione approssimante) & indivuata dai valori nodali in corri-
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spondenza deil vertici dei rettangoli della suddivisione; sl supponga di
indicare con w, il vettore dei valori nodali di U7, corrispondenti alla
base superiore di S5, e con wu, 12 il vettore corrispondente alla base

inferiore, come rappresentato in Figura 2.

O £ £ o G
Ic::' [ ld 1 Lﬁ’ ll,': bz
8,
iz , i j+i
T l{.'.'-;g 2 55:;2
P P y ) A
O O O O
iz 1 ’
s s . W
8.

Fig. 2. — Notazioni utilizzate per i valori nodali nell'analisi di von Newmann.

Naturalmente € possibile derivare un sistema di equazioni alle
differenze per i vettori di valori nodali procedendo come si & fatto nel

caso precedente:

1 k
5 (]\/[un —_ ﬂ/f’lf:n_l/z) =+ 6 (QD'Un + D‘Un_l/z) =9

1 k

5’ (Mun — PVIun%l/BJ + M’Um,i/g + 6 (D’Un —+ QDUTJ,*]./'Z) = Mnml
1 ak
5 (M’Un — ﬂ/—[vnfl/Z) —E—E (2D’U.n —+ Du-nfl/Z) =10

1 ak
-2‘ (.PI/I’UH -_ Mrvn,l/g) + WIUH,1/2 + F (D‘h’,ﬂ, + 2DUT171/2) - le (un_l)
Ad ogni iterazione 'inica informazione che si trasmette dalla slab

Sp_1 alla S, é il vettore u,_1, percio risulta interessante misurare come
lo schema numerico amplifice ogni armonica nella trasformazione
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(23) Up-1 — Un

Si supponga dunque di avere f(u) = au e di scegliere a = co?, in
modo che la condizione delle softocaratteristiche (7) risulti verificata
per valori del paramefro ¢ maggiori di 1; in Figura 3 sono mostrati i
risultati ottenuti procedendo numericamente: il coefficiente di amplifi-
cazione per (23) & diagrammato in funzione della pulsazione deil'armo-
nica in ingresso (il valore massimo di pulsazione corrisponde alia
lunghezza d’'onda h che ¢ la pill piccola risolta dalla griglia numerica).
Si ha stabilita (pin precisamente si parla di stabilitd lineare) quando per
ogni valore della pulsazicne il coefficiente di amplificazione risulta
inferiore ad 1; in Figura 4 & diagrammata la curva di livello per cui
Tamplificazione & unitaria e dunque sembrerebbe che anche per il caso
dello schema numerico ora considerato la condizione di stabilitd sia la
condizione delle sottocaratteristiche (7); & da osservare che cid non
dipende dal passo di discretizzazione oppure dalla velocita di trasporto
e che risultati analoghi si ritrovano utilizzando altri tipi di funzioni
approssimanti.

amplficazione

Fig. 3. - Diagramma del coefficiente di amplificazione per (32).
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0.8

0.6}

o8 ; 13 2 5F pulsagzione

Fig. 4. — Curva di livello per Yamplificazione corrispondente al valore critico unitaric.

4, Prove nameriche

Nella prima parte si presentera la soluzione numerica per un
particolare problema modello ottenuta con lo schema ad elementi finiti
proposto e si confrontera con la soluzione fornita dagli schemi di Jin e
Xin alle differenze finite. Va premesso che i due schemi si equivalgono
sul piano della complessita computazionale; infatti, anche se per ogni
slab nel caso degli elementi finiti si avrebbe da risolvere un sistema
lineare, tuttavia la matrice di tale sistema rimane sempre la stessa (di
fatto dipende solo dal coefficiente o che si suppone costante nel
tempo) quindi si pud iniziabmente invertire la matrice oppure fattoriz-
zare LU e per le iterazioni successive si ha di fatto una procedura
esplicita nel tempo.

Nel test di confronto si & utilizzato il flusso f(u) =
risolto il problema:

3 ciod si e

{24) up + 3u” uy =0
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che é particolarmente significativo: uno shock nel dato iniziale produce
contemporaneamente uno shock viaggiante e una onda di rarefazione
non lineare, che sono le configurazioni pin difficili da trattare nume-
ricamente; per il dato iniziale wug(z) =sign (z) la soluzione esatta
(verificante le condizioni di entropia) nell'intervallo di tempo (0,1) &
data da:

—1per < 3/4

ulz,t) =< /3 perd/a<f <3

+1per £>3

Nelle Figure 5, 6 ed 7 si diagrammano la soluzione esafta (in
tratio continuo), fa soluzione numerica per o schema ad elementi finiti

Fig. 5. ~ Soluzioni con h = .2 k= 1/16 (x per Jin-Xin, + per elementi finiti).
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1.5 T T 7 T 7

Fig. 6. — Soluzioni con h=.1 k=1/33 (x per Jin-Xin, + per elementi finiti).

e per 1o schema di Jin e Xin del secondo ordine (descritto in [JX])} al
tempo T = 1; in tutti i cast si & scelto a = 9.9 e sono stati utilizzati i
passi di discretizzazione seguenti:

in Figuara 5: h = .2, kzﬁ,
in Figura 6 : h =1, k=35,
in Figura 7: h = .02, k=g
si pué concludere che i due schemi numerici offrono prestazioni
equivalenti.
Nei diagrammi successivi, che mostrano l'evoluzione nel tempo

delle soluzioni numeriche ottenute con il metodo proposto, si pud
riconoscere la buona stabilitd dello schema.
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Fig. 7. — Soluzioni con b = .02 k= 1/165 (x per Jin-Xin, + per elementi finiti}.

In Figura 8 si mostra la soluzione numerica del problema (24)
con il medesimo dato di Cauchy del test precedente per x € (—3,5)
sullintervallo temporale i € (1,0), avendo scelto i passi di discretizza-
ziope h=.1e k=1/33.

In Figura 9 & rappresentata Ia soluzione numerica della ben nota
equazione di Burgers:

(25) wtwu; =0,

che corrisponde alla scelta del flusso f{u) =% u%;

per il dato iniziale
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0 per T < 2.05

1 per 206 <z <5

wup =

(7.9-x)
29

per5 <z <79

0 perx = 7.9

la soluzione esatta sviluppa un’‘onda di rarefazione centrata in z = 2.05
e forma uno shock al tempo t=29 in #=7.9. S sono scelt
h=.1,k=.1ea=11L

scluzione

Fig. 8. — Diagranuna della seluzione di (24) nel dominio spazio-temporale.
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soluzions

Fig. 9. — Diagramma della soluzione di (25) nel dominio spazio-temporale.

5. Cenclusioni

Si & presentato un nuovo metodo numerico ad elementi finiti per
leggi di conservazione unidimensionali e scalari; la procedura introdot-
ta risolve con uno schema di Galerkin standard ed una tecnica di
splitting non direttamente la legge di conservazione, bensi un sistema,
dipendente da un parametro di rilassemenio, che converge in deter-
minate condizioni alla legge di conservazione; questo approccio, sug-
gerito da analisi teoriche svolte in pariicolare da T. P. Liu, e gia stato
utilizzato con successo nellambito dei metodi alle differenze finite da
Jin e Xin. La procedura qui proposta consente di ottenere soluzioni
numeriche di qualitd equivalente ad un costo computazionale concor-
renziale, inoltre presenta alcune ulteriori buone proprieta:




136 GIANCARLC SANGALLI

e la discretizzazione ad elementi finiti sembra essere in grado di
conservare il buon condizionamento del problema continuo ed infatti
lo schema risulta stabile anche senza I'aggiunta di termini ad hoc.

# o schema presenta maggior flessibilitd per quanto riguarda la scelta
della discretizzazione; la scelta del passo temporale non & vincolata a
condizioni di stabilitd di tipo C.F.L. e gli elementi finiti sono rmigliori
m caso di griglie non uniformi.

Ci si & limnitati a trattare il caso monodimensionale, ma i risultat
presentati lasciano ben sperare che si possa ottenere una procedura
efficiente anche per problemi pin complessi.
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