Analisi Matematica I - 15/06/17 - Tempo a disposizione: 3h

Matricola Cognome e Nome

2e"" — 2
A1l. Calcolare il seguente limite lim € cos(z)

=0 321+ 22

[e.9] n

A2. Stabilire il comportamento della serie Z arctan(nﬁ)w.

n=1

A3. Determinare i punti di massimo e minimo (stabilendo se locali e/o globali) della funzione

2
flz)=In(x+1)+ -t

A4. Sia f : R — R la funzione f(z) = 2e%"3%) ¢ sia g la sua inversa. Calcolare ¢'(2).

AB5.* Scrivere l'integrale generale dell’equazione y'(x) + 2 cos(x) y(x) = 0.

Scrivere l'integrale generale dell’equazione 3/ (x) + 2 cos(z) y(x) = 6e 25722,

A6.* Determinare i valori del parametro o € R per cui U'integrale improprio

L (1 + 2)%sin(z*)
/O d

x8(tan z)>

risulta convergente.

A7. Risolvere in C l'equazione (z + 2)* = 34, esprimendo le soluzioni in forma algebrica.

Jus

A8 Calcolare (per parti) 'integrale /4 z(1 + tan®(z)) dx.
0

—3n? 4+ nln(n)
2+mn '
A10. Determinare per quali valori dei parametri reali a,b la funzione

A9.* Calcolare il seguente limite lim %sin (%)
n—-+0o

fx) =

: o

a+bln(x—3) =>4

risulta rispettivamente continua e derivabile nel suo dominio.




B1. Sia (a,) una successione reale con lirf a, = 7. Allora lir+n cos(ay,) non esiste
n—-+0oo n—-+0o0
=0 =-1 [pJ =1.

B2. Sia f : [a,b] — R una funzione continua in [a, b] e derivabile in (a, b). Allora [A]se f(a)f(b) =0,
esiste 2o € (a,b) tale che f'(x9) =0 se f(a)f(b) < 0, esiste IL‘() € (a b) tale che f'(zo) =0
b)

se f(a) = f(b ), esiste 29 € (a,b) tale che f'(x9) =0 @ se f(a = 0, esiste =g € (a,
tale che f(zg) =

+oo
B3. * Sia (a,) una successione reale per la quale la serie E a, sia convergente. Allora la serie

n=1
+oo
Z(]_ + (ln)2 diverge a —0o0 converge semplicemente converge assolutamente
n=1

@ diverge a +oo0.

B4.* Sia f:R — R una funzione continua e sia a € R. Allora lim

/ f(t)dt [Ale uguale a
T—a I —
f(a) puo non esistere ¢ uguale a f'(a)  [D]& uguale a 0.

B5. Si consideri la funzione f(x) = log,(z —5). La funzione f non e iniettiva e non e suriettiva

B¢ iniettiva e non & suriettiva ¢ iniettiva e suriettiva @ ¢ suriettiva e non ¢ iniettiva.

B6. Sia f : [0,1] — R una funzione. Quale delle seguenti implicazioni ¢ corretta? Se fe
integrabile, allora f & continua. Se f & continua, allora f & derivabile. Se f e continua,
allora f e integrabile. @ Se f ¢ integrabile, allora f & derivabile.

B7. Sia f : R — R derivabile con f'(zy) = 0. Allora z¢ & un punto critico di minimo o
di massimo locale di minimo o di massimo globale @ di flesso.

B8. Sia f : R — R una funzione tale che f(z) = 1+ 2 + o(2?) per  — 0. Allora f ha un
minimo relativo in x = 0 f ha un massimo relativo in z = 0 f € convessa in R @
f € monotona in R.

B9.* Sia f:[0,2] — R una funzione tale che lirq f(z) =€ > 0. Allora esiste 0 > 0 tale che
T—

f(z) > 0 per ogni = € (1,1 4 9) f() =¢ esiste § > 0 tale che f(x) > ¢ per ogni
€(1-6,1+0) [D] esiste & > 0 tale che f(x) > 0 per ogni x € (1 — 6,1+ 6).

B10.* Sia f : [a,b] — R monotona e sia ¢ € (a,b). Se lim f( ) > llm f(x), allora |A] f(

B S0 =—ft)  [Cf@> 5t D) f@) = F0).




Al.

A2.

A3.

A4.

As5.

Soluzioni
Utilizzando gli sviluppi e*” =1+ 22 + o(22) e cos(z) = 1 — 32 + o(x?), si ottiene

2¢" — 2 cos(z) 32 + o(z?) .
3221+ 22 3221+ 22

per x — 0.

La serie € a termini positivi. Il termine generale della serie si riscrive come

6™ arctan(n®) (6 )" _ arctan(n®) <2)"

arctan(n®) = 32 3 3

32n+1 3
T (2"
6 3

per n — oco. La serie ha quindi lo stesso comportamento della serie geometrica di ragione
%, che & convergente perché % < 1.

ed ¢ pertanto asintotico a

Tl dominio della funzione ¢ (—1,3) U (3, +00). Poiché

lim f(z)= lim f(x)=—-00 e lim f(z)= lim f(z)=+oo,

r——1* r—3~ z—3+1 T——+00
la funzione f non ha massimo assoluto, né minimo assoluto. La derivata di f &

1 2 2 —8x 47

@ = "o " Grie -3¢

I punti critici sono x =1 e & = 7. Il denominatore di f/(z) & sempre positivo per x nel
dominio di f, quindi il segno di f/(z) & quello del suo numeratore. Si trova che x =1 &
un punto di massimo locale e z = 7 un punto di minimo locale.

Si osservi che la funzione ¢ invertibile: infatti, ¢ strettamente crescente (quindi iniettiva)
perché e composizione di funzioni strettamente crescenti. Dall’espressione di f si vede che
£(0) = 2. Quindi ¢g(2) = 0.

Per calcolare ¢'(2) occorre usare la formula

, _ 1
W) = Tt

con yo = 2. Poiché f/(z) = 2e2rctan(3z)

=

1+?éx2 e g(yo) = g(2) = 0, si ottiene ¢'(2) =

Si tratta di due equazioni differenziali lineari del primo ordine, la prima omogenea, la
seconda non omogenea. Utilizzando la formula risolutiva, si trova che 'integrale generale
dell’equazione omogenea &

ylx) = ce29n(@) e R,

mentre 'integrale generale dell’equazione non omogenea €

y(:c) — 06_2 sin(x) + 21‘36_2 sin(z)’ ceR.
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La funzione integranda & positiva per x € (0, 1). Ricordando che sinz ~ x e tanx ~ x per
x — 0, si trova che 'integranda ¢ asintotica a

xt 1

x6.go  p2ta’
Pertanto l'integrale converge per 2 + a < 1, cioe o < —1.

=24 i =2 B

Si ricordi che 1+ tan?(z) ¢ la derivata di tan(z). Integrando per parti
I z I T s
[ st wianae = o) - [Can@ar - 7o [T 2,
m 1 T V2
= 1 + [ln(cos(m)}o =1 +1n (7>

Si osservi che % — 0 per n — +o00, pertanto sin(%) ~ % per n — +oo. Si ha quindi che

—3n?
— sin ~ =
3 24n 3 n n

| Do

— =2

1. (2)—3n2+nln(n) 1

per n — +o0.

I €er la C()Il(lIlU.l(a S1 tI at ta dl IIH[)()IIe Clle
] ? - h“l ? — ? 4 .

Poiche liril flz)=f(4) =16e€ hr?Jr f(z) = a, la funzione & continua per a = 16 e per
r—4= r—
ogni valore di b.

Per la derivabilita imponiamo che f sia continua (quindi a = 16) e che
li ") = 1 "(z).
Jim 1) = lim, )

Poiche¢ lim f'(z) =8e lim, f'(z) = b, la funzione & derivabile per a = 16 e per b = 8.
T—4- r—4

= o > o Q Q > U Q Q



