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1. Assegnato il sistema di vettori applicati:

v = 3e, +3e, —2e, applicato in P, — O = (4,2,-1),
vy =4e, —3e, —e,  applicatoin P, — O = (1,3, 2),
v3 = —2e, — e, +4e, applicato in P3 — O = (-2,1,3)

determinarne il risultante (1 punto); il momento risultante rispetto ad O (3
punti); determinare un sistema, equivalente a quello assegnato, formato da due
vettori, di cui uno applicato nel punto @ — O = (2,—4,—1) (3 punti).

Il risultante ¢ R = 5e, — e, + e, ed il momento risultante rispetto al polo O &
Mo = 9e, + 16e, — 5e,. Per calcolare il momento rispetto a ) serviamoci del
teorema del trasporto

Mo=Mo+RAN(Q—-0)=Mop+5e, + Te, — 18e, = l4e, + 23e, — 23e, .

Per trovare un sistema equivalente che soddisfi le condizioni del testo, applichi-
amo un vettore pari ad R nel punto @ ed aggiungiamo una coppia {P,v},
{Q, —v} il cul momento rispetto a @, (P — Q) A v deve essere uguale ad M.
Perché cio sia possibile occorre che v sia ortogonale ad M ; prenderemo il
vettore v = e, + e, cosicché (P — Q) ¢ una soluzione dell’equazione

(P—-Q)A(ey+e,)=1de, + 23e, — 23e; :

ad esempio
P—Q=-23e,; +7e,—Te,

da cui segue
P-0=(P-Q)+(Q—0)=—-2le, + 3e, — 8e..
Il sistema ricercato ¢ composto dai vettori

R — v =5e,; —2¢, applicato in Q — O = 2e, —4e, — e,

v=-ey,+e, applicato in P — O = —2le, + 3e, — 8e..

2. Da un disco di centro O, raggio 2R e massa 2m, appoggiato ad una guida
orizzontale r, viene asportato un disco di raggio R, tangente internamente al



precedente e di centro @ alla stessa quota di O. II disco asportato viene ri-

collocato in modo da essere tangente esternamente alla circonferenza del disco

originario, con il centro P alla stessa quota di O, mentre un rettangolo ABC D

di massa 4m e lati CB = v/3R e CD = R viene inscritto nel disco liberato dal

disco asportato, con C'B inclinato di § rispetto all’orizzontale. Determinare per

il disco forato, per il disco di centro P e per il rettangolo il momento di inerzia
us

rispetto alla retta s inclinata di § sull’orizzontale, passante per il punto E di
contatto tra r ed il disco di centro O (12 punti).

Fissato un riferimento csrtesiano con origine in F, ’equazione della retta s

z—V3y=0.

Per calcolare il contributo del disco forato, procuriamoci la massa M del disco
asportato, che soddisfa la proporzione
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Le coordinate rispetto ad F dei centri di massa O e @ del disco pieno originario
e di quello asportato sono O = (0,2R) e @ = (R,2R). Il momento di inerzia
del disco forato & la differenza di quello del disco pieno e di quello del disco
asportato e ciascuno di essi si calcola applicando il teorema di Huygens-Steiner.
Avremo allora
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dove d; e dy sono le distanze di O e @ da s e valgono

-2 -2 2 -1
d1:|72\/§R|:R\/§ d2:|R 2\/§R|:R‘/§2

per cui
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I,(disco forato) = [2mR? + 6mR?|— {%R2 + %(13 - 4\/5)} =

Il disco di centro P ha anch’esso massa 5 e le coordinate del centro rispetto ad
E sono P = (—3R,2R) per cui
m m
Iy=—R*+ —h*
8 + 2



dove la distanza h di P da s ¢
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per cui
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Per il rettangolo ABCD, osserviamo che il suo centro di massa coincide con
il centro @ del disco asportato ed indichiamo con e; e es i versori associati ai
vettori C' — B e A — B, rispettivamente. Sulla base {e;, e2} la matrice centrale

di inerzia del rettangolo e
I — 4mR? (1 0
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Se m ¢ il versore associato ad s, che forma un angolo di & con il lato BC', avremo
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n=—-e — ey,
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e quindi
Iom =n-Ton = %RQ.

La distanza da s del centro di massa del rettangolo € ancora des trovata in
precedenza, per cui il contributo del rettangolo al momento di inerzia cercato e
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3.In un piano verticale, un’asta AB di lunghezza 2¢ e massa 2m ha l'estremo A
mobile lungo una guida fissa orizzontale r ed é libera di ruotare attorno ad A, a
sua volta attratto verso un punto fisso O di r da una molla di costante elastica
372 e lunghezza a riposo 2(. Nell’estremo B ¢é saldato un punto materiale di
massa m attratto da una molla ideale di costante elastica 72 verso un punto
H di massa nulla, mobile su r in modo da essere sempre sulla verticale di B.
Introdotte le coordinate x e v indicate in figura, determinare I’energia cinetica
(3 punti) e l'energia potenziale del sistema (2 punti). Studiare la stabilita delle
configurazioni di equilibrio al variare di 6 > 0 (6 punti).

Sia G il centro di massa dell’asta. L’energia cinetica del sistema si scrive
come
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che, essendo w = ﬂez, diventa
2 . m 1 . m
T = muvé + ﬂ4£2192 + 51)123 = mvg + §€2§2 + 51)]23 .

Per procedere, introduciamo i versori e; = \g—:ﬁl ed es, ortogonale all’asta, in
modo che ej, es ed e, formino un base ortonormale positivamente orientata.
Avremo allora

G—-0 =xe, +Vley e quindi vg = e, + &962

G -0 =zxe, + 2le;y e quindi vy = Te; + 261962

per cui, sviluppando i quadrati,

v = i% + 029% 4 2080 cos V)

V3, = i% 4 40%9% + 4039 cos ¥
per cui I'energia cinetica complessiva ¢

3 10 . .
T= §mj:2 - §m€2192 + 4mlid cosV .
Presa come quota di riferimento quella della retta r, 'energia potenziale grav-
itazionale complessiva € —4mg¥f cos ¥ mentre i contributi delle due molle OA e
BH sono, rispettivamente 3;”—f@ — 20)? e 26mgl cos® ¥ per cui I'energia poten-
ziale complessiva &

3mg

V = —4mglcos? + 7 (x — 20)% + 26mgl cos® ¥ .

Le configurazioni di equilibrio ordinarie si ottengono risolvendo il sistema

oV =329 (x—20) =0

%—g = 4mglsin — 4mgld cos ¥ sin = dmglsin(1 — d cos¥) =0



e sono rappresentate dalle coppie di coordinate (z, )
E, =(2¢,0) Ey = (2¢,m),
che esistono quale che sia il valore positivo di § e dalle coppie
Es = (2¢,97) E, = (20,27 — 97),

dove ¥* & I'unico valore di ¥ € [0, %} tale che
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pertanto le configurazioni F3 ed E4 esistono purché sia
6>1.

Per determinarne la stabilita, consideriamo le corrispondenti matrici hessiane,
costruite a partire dalle derivate seconde

PV mg PV PV

orz ¢ 0x00 02

B(E) = ( 3? 4mg£?1 —9) )

che ¢ definita positiva solo quando 1 — ¢ > 0, cioé quando 0 < § < 1 regime nel
quale F; ¢ stabile nel senso di Ljapunov, mentre sara instabile se § > 1.

B(E,) = ( 3? _4mg£(1+5) >

che ha autovalori di segno discorde e quindi e instabile nel sendo di Ljapunov.

B(Es) = B(E,) = ( 3? 4mgl ?5 - %) )

che e definita positiva solo quando § — % > 0, cioé quando 6 > 1. Dunque Ej3
ed E,4 sono stabili, quando esistono.

= 4mglfcos ) — 6(cos? ¥ — sin® V)] :



