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2 Funzioni di n variabili reali

2.1 Grafici e curve di livello

Esercizio 1
Data la funzione

f : R2 → R, f(x, y) = x2 − y2,

disegnarne il grafico e alcune curve di livello (e.g., livello -2, -1, 0, 1, 2).
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Esercizio 2
(1) Dati a ∈ Rn, b ∈ R, che cos’è il grafico della funzione

f : Rn → R, f(x) = a · x + b ?

(2) Dato a = (1, 2) ∈ R2, disegnare le curve di livello -2, -1, 0, 1, 2 per la funzione

f : R2 → R, f(x) = a · x.

�

2.2 Limiti e continuità

Esercizio 3
Studiare

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y5

x2 + y4
.

Una possibile traccia di svolgimento: (a) mostrare che
∣∣∣x3+y5x2+y4

∣∣∣ ≤ |x|+ |y|; (b) utilizzare

le coordinate polari.
�

Esercizio 4
Studiare

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

x
.

�
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Esercizio 5
Studiare la continuità della funzione f al variare del parametro α ∈ R

f(x, y) =


sin2(xy)

(x2 + y2)α
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

�

2.3 Derivate parziali, gradiente, differenziabilità e piano tan-
gente

Esercizio 6
Sia f : Rn → R data da f(x) = |x|α, dove x = (x1, . . . , xn) e α ∈ R. Verificare che

∇f(x) = αx |x|α−2.

�

Esercizio 7
Sia f : Rn → R data da f(x) = x · a, dove x = (x1, . . . , xn) e a = (a1, . . . , an).

(a) Calcolare ∇f(x).
(b) Mostrare che f è differenziabile in Rn.
(c) Calcolare il piano tangente nel generico punto x.
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Esercizio 8
Mostrare che la funzione f : R2 → R data da f(x, y) = x2 + y2 è differenziabile nel
generico punto (x0, y0). Traccia:

(a) Calcolare ∂xf(x0, y0) e ∂yf(x0, y0).
(b) Calcolare |(x− x0, y − y0)|.
(c) Calcolare il

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)− ∂xf(x0, y0)(x− x0)− ∂yf(x0, y0)(y − y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

.
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Esercizio 9
Determinare l’equazione del piano tangente al grafico delle seguenti funzioni nel punto
indicato:

(a) f(x, y) = ey
2−x2 , P = (−1, 1);

(b) f(x, y) = x ln(y), P = (4, 1).
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