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6 Funzioni a valori vettoriali

Esercizio 1
Siano date

f, g : R2 → R2, f(x, y) = (2x, x− y), g(u, v) = (v, 3v − 2u).

(a) Calcolare la funzione composta h = g ◦ f e quindi la matrice Jacobiana Dh(x, y).
(b) Calcolare la matrice Jacobiana della funzione composta attraverso la formula

D(g ◦ f) = Dg(f(x, y))Df(x, y).

�

Svolgimento.
(a) h(x, y) = (x− y,−x− 3y).

Dh(x, y) =

(
1 −1
−1 −3

)
.

(b)

Dg(f(x, y))Df(x, y) =

(
0 1
−2 3

)(
2 0
1 −1

)
.

Esercizio 2
Siano date le matrici

W (1) ∈ Rm×n, W (2) ∈ Rd×m,

la funzione di attivazione

F : Rm → Rm, F (z1, . . . , zm) = (Tanh(z1), . . . ,Tanh(zm)),

dove Tanh(z) = Sinh(z)
Cosh(z)

, e sia y l’output della rete neurale a due strati

y = W (2)F (W (1)x).

Dati x ∈ Rn e t ∈ Rd, indicando con w1
ij e w2

ki le componenti delle matrici W (1) e W (2),
calcolare

∂E

∂w2
ki

,
∂E

∂w1
ij

,

dove E indica la funzione di errore

E =
1

2
|y − t|2.

�

Svolgimento. La rete è la composizione di tre funzioni. Indicando, per esempio,
con le lettere z, a,y i tre output, si ha:
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I. Rn 3 x 7→ z = W (1)x ∈ Rm. In componenti:

zi =
n∑

j=1

w1
ijxj per i = 1, . . . ,m.

Quindi,
∂zi
∂w1

ij

= xj.

II. Rm 3 z 7→ a = F (z) ∈ Rm. In componenti:

ai = Tanh(zi) per i = 1, . . . ,m.

Quindi,
∂ai
∂w1

ij

=
∂ai
∂zi
· ∂zi
∂w1

ij

= (1− Tanh2(zi))xj. (6.1)

III. Rm 3 a 7→ y = W (2)a ∈ Rd. In componenti:

yk =
m∑
i=1

w2
kiai per k = 1, . . . , d.

Quindi,
∂yk
∂w1

ij

= w2
ki

∂ai
∂w1

ij

(6.1)
= w2

ki(1− Tanh2(zi))xj. (6.2)

Analogamente,
∂yk
∂w2

ki

= ai. (6.3)

In conclusione, dato che

E =
1

2
|y − t|2 =

1

2

d∑
k=1

(yk − tk)2,

si ha

∂E

∂w2
ki

= (yk − tk)
∂yk
∂w2

ki

(6.3)
= (yk − tk)ai,

∂E

∂w1
ij

=
d∑

k=1

(yk − tk)
∂yk
∂w1

ij

(6.2)
=

d∑
k=1

(yk − tk)w2
ki(1− Tanh2(zi))xj.
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7 Superfici parametriche

Esercizio 3
Dato A = [0, 1]× [0, 4π], sia definita la superficie

σ(u, v) = (u cos(v), u sin(v), v), (u, v) ∈ A.

(a) Disegnare alcune linee coordinate di σ. (Per esempio, u = 0, u = 1/2, u = 1 e
v = 0, v = π/2, v = 2π.)

(b) Disegnare σ(A) ∈ R3.

(c) Calcolare la matrice Jacobiana Dσ.

(d) Determinare eventuali punti singolari della superficie.

(e) Calcolare il vettore normale ν(u, v) e il versore normale n(u, v).
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