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Quando lo spazio lasciato a disposizione lo consente, riportare i passaggi salienti.

1. [5 pt] Per quali x ∈ R la serie di funzioni
+∞∑
n=0

2nx

(2n+ 1)!
converge?

Calcolare, se esiste, il valore della somma in x = 2

2. [5 pt] Sia D = {(x, y) ∈ R2 : 2x2 ≤ 2y ≤ 1 + |x|}, γ = ∂D, orientata in senso antiorario.
Calcolare il lavoro del campo F(x, y) = (4y2(ex − e−x)− 3y, 8(ex + e−x)y) lungo γ.

Sia A ∈ R2×2 la matrice che rappresenta la rotazione di π/2 in senso orario. Calcolare

div(AF) =

3. [5 pt] Sia f(x, y) := (2x−4)2 +4y2. Sia T ⊂ R2 la regione di piano delimitata dal triangolo
di vertici A = (−1, 0), B = (0, 2), C = (2, 0). Determinare il massimo e il minimo assoluto
di f su T .

4. [5 pt] Sia f(x, y) = cos
(π

4
x+ log(1 + y2)

)
, scrivere l’equazione cartesiana del piano tan-

gente al grafico di f nel punto P = (1, 0,
√

2/2) e indicarne il versore normale rivolto verso
l’alto.
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5. [5 pt] Data la funzione

f(x, y) :=


x2y

x2 + y2
se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

calcolare, se esistono, i seguenti oggetti (se non esistono, scrivere: “N.E.”)

i) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)= ;

ii) lim
x→0

f(x, 0)

x
= ;

iii) ∇f(0, 0)= ;

iv)
∂f

∂y
(x, y)= ;

v) lim
(x,y)→(0,0)

∂yf(x, y)= .

6. [5 pt] Calcolare, indicando i passaggi salienti, il volume del solido di rotazione ottenuto
facendo ruotare attorno all’asse z la curva parametrizzata da

γ(t) = (2 cosh(t), 0, t), t ∈ [−1, 1].
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SOLUZIONI

1. Poniamo y = 2x e studiamo la serie
+∞∑
n=0

yn

(2n+ 1)!
. Per il criterio del rapporto

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

(2n+ 1)!

(2n+ 3)!
= lim

n→+∞

1

(n+ 2)(n+ 3)
= 0.

Quindi la serie di any
n ha raggio di convergenza R = +∞ e la serie originale converge

∀x ∈ R. Per la somma osserviamo

yn = (
√
y)2n =

1
√
y

(
√
y)2n+1,

quindi
+∞∑
n=0

2nx

(2n+ 1)!
=

1

2x/2

+∞∑
n=0

(2x/2)2n+1

(2n+ 1)!
=

1

2x/2
sinh(2x/2).

2. Per il Teorema di Green∫
∂D+

F · τ =

∫
D

{∂xF2 − ∂yF1} dx dy =

∫
D

{
8(ex − e−x)y − 8y(ex − e−x) + 3

}
dx dy

=

∫
D

3 dx dy =

∫ 1

−1

∫ (1+|x|)/2

x2

3 dy dx = 2

∫ 1

0

∫ (1+x)/2

x2

3 dy dx

= 6

∫ 1

0

1 + x

2
− x2 dx = 6

(
1

2
+

1

4
− 1

3

)
=

5

2
.

Riguardo al secondo punto

AF = (F2,−F1) ⇒ div(AF) = ∂xF2 − ∂yF1 = 3.

3. La funzione data è il paraboloide centrato in C = (2, 0). Dato che le curve di livello sono
circonferenze centrate in C, f ha minimo assoluto (=0) in C e massimo assoluto nel vertice
più lontano, cioè in A, con valore f(A) = 4(1 + 2)2 = 36.

4. Calcoliamo

∂xf = −π
4

sin
(π

4
x+ log(1 + y2)

)
, ∂yf = − 2y

1 + y2
sin
(π

4
x+ log(1 + y2)

)
,

quindi ∇f(1, 0) = (−π
√

2/8, 0),

z = f(x0, y0) + ∂xf(x0, y0)(x− x0) + ∂yf(x0, y0)(y − y0) =
√

2/2− π
√

2/8(x− 1),

n =
1√

1 + ‖∇f‖2
(−∂xf,−∂yf, 1) =

(
32

π2 + 32

)1/2
(
π
√

2

8
, 0, 1

)
=

1√
π2 + 32

(
π, 0, 4

√
2
)
.

5. In coordinate polari,
f = ρ cos2(θ) sin(θ) ⇒ i) = 0;

f(x, 0) = f(0, y) ≡ 0 ⇒ ii) = 0 e ∇f(0, 0) = (0, 0);

∂f

∂x
(x, y) =

2xy3

(x2 + y2)2
= 2 cos(θ) sin3(θ),

∂f

∂y
(x, y) =

x2(x2 − y2)
(x2 + y2)2

= cos2(θ)− sin2(θ)

quindi ∂xf e ∂yf non hanno limite per (x, y)→ (0, 0).
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6. Integro per strati: ad altezza z la sezione Ω(z) di solido è un disco di raggio 2 cosh(z), con
area |Ω(z)| = 4π cosh2(z). Il volume si ottiene da

V = 4π

∫ 1

−1
cosh2(z) dz = 4π

∫ 1

−1

(
ez + e−z

2

)2

dz

= π

∫ 1

−1

{
e2z + e−2z + 2

}
dz = π

[
e2z

2
− e−2z

2
+ 2z

]1
−1

= π(2 sinh(2) + 4).
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