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Cognome e Nome firma

Quando lo spazio lasciato a disposizione lo consente (Es. 4,5,6), riportare i passaggi salienti.

1. [5 pt] Data la serie di potenze
+∞∑
n=1

[
cos(4/n)− 1

]
(3x− 2)n, determinarne il

raggio di convergenza e l’insieme di convergenza

2. [4 pt] Siano f : R3 → R3 e g : R3 → R2 le funzioni definite da

f(x, y, z) =
(
xy3, (z + x)2, 5xyz

)
, g(u, v, w) =

(
eu cos(v), sin(ew)

)
.

Qual è la dimensione della matrice Jacobiana di h = g ◦ f? Calcolarne la

prima colonna

3. [4 pt] Sia data la regione R = {(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π, }, il punto

P =
(√

2 + 1
2
,
√

2 + 1
2
,

√
2
2

)
e la superficie σ : R→ R3 definita da

σ(u, v) =
(
(2 + cos v) cosu, (2 + cos v) sinu, sin v

)
. Calcolare:

• I parametri u0, v0 tali che σ(u0, v0) = P , (u0, v0) =

• il piano tangente a σ nel punto P :

Π(u, v) =

4. [4 pt] Alcune compagnie aeree definiscono “bagaglio a mano” un bagaglio la cui somma
delle tre dimensioni (larghezza, lunghezza, altezza) non superi i 115 cm. Determinare il
bagaglio di massimo volume consentito, specificando i passaggi salienti.
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5. [8 pt] Data la funzione f : dom f ⊆ R2 → R, f(x, y) =
1

4

(
log(2x2 + y2)

)2

• calcolare ∇f :

• Siano F = ∇f , D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}, n il versore normale uscente da
∂D e τ il versore tangente a ∂D, orientato in senso antiorario. Calcolare

∫
∂D

F ·n:

∫
∂D+

F · τ :

6. [5 pt] Calcolare, indicando i passaggi salienti,

∫∫∫
V

x√
x2 + y2

dx dy dz, dove

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 2 +
√
x2 + y2, e x ≤ 0

}
.
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SOLUZIONI

1. Poniamo y = 3x− 2. Applichiamo lo sviluppo di Taylor

cos(x) = 1− x2

2
+ o(x3), per x→ 0,

al nostro caso:

1− cos(4/n) ∼ 8

n2
, 1− cos(4/n+ 1) ∼ 8

(n+ 1)2
,

e usiamo il criterio del rapporto

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣cos(4/(n+ 1))− 1

cos(4/n)− 1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1.

Quindi, il raggio di convergenza per la serie di any
n è 1. Dato che la serie di termine

generale (−1)n/n2 converge assolutamente, concludiamo che l’insieme di convergenza è

dato dall’intervallo

[
1

3
, 1

]
.

2. La funzione composta

h(x, y, z) = g ◦ f(x, y, z) =
(
exy

3

cos(x+ z)2, sin(e5xyz)
)
,

è definita da R3 a R2, quindi la matrice Jacobiana ha dimensione 2× 3. La prima colonna
contiene le derivate parziali rispetto a x delle due componenti, e si può scrivere (in oriz-
zontale, per comodità)(

y3exy
3

cos(z + x)2 − 2exy
3

sin(z + x)2(z + x) , 5yze5xyz cos(e5xyz)
)
.

3. P = σ(π/4, π/4). Per il piano tangente a σ nel punto P calcoliamo

∂uσ(u, v) =
(
− (2 + cos v) sinu, (2 + cos v) cosu, 0

)
∂vσ(u, v) =

(
− sin v cosu, − sin v sinu, cos v

)
,

e usiamo la formula

Π(u, v) = σ(π/4, π/4) + ∂uσ(π/4, π/4)(u− π/4) + ∂vσ(π/4, π/4)(v − π/4)

= P + (−
√

2− 1/2,
√

2 + 1/2, 0)(u− π/4) + (−1/2, −1/2,
√

2/2)(v − π/4).

4. Sia ` la somma delle misure, il problema equivale a massimizzare la funzione f = xyz nel
sottoinsieme

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z e x+ y + z ≤ `}.
Dato che la funzione è C1 e l’unico punto stazionario è l’origine, che chiaramente non è un
massimo, si tratta di cercare un massimo su ∂Ω. L’unico lato dove f non è zero è l’insieme

A = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < x, y, z e x+ y + z = `}.

Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Sia g = x+ y+ z− `, dobbiamo risolvere
il sistema ∇f = λ∇g con g = 0, cioè

yz = λ,
xz = λ,
xy = λ,
x+ y + z = `.

Un rapido conto rivela l’unica soluzione (con variabili positive) x = y = z =
`

3
.
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5. Data f : R2 → R, f(x, y) =
1

4

(
log(2x2 + y2)

)2
• ∇f =

1

2

log(2x2 + y2)

2x2 + y2
(4x, 2y) =

log(2x2 + y2)

2x2 + y2
(2x, y)

• Flusso. Parametrizziamo ∂D come γr(t) = r(cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π], con r = 1
per la circonferenza interna e r = 2 per quella esterna e, per semplicità di notazione,
poniamo φ(t) = 2x2 + y2 = 2 cos2(t) + sin2(t). Calcoliamo anche (per r = 1, 2)

γ′r(t) = r(− sin(t), cos(t)), nr(t) = (−1)rn(t)‖γ′r(t)‖ = r(−1)r(cos(t), sin(t)).

∫
∂D

F · n =

∫
γ2

∇f · n2 +

∫
γ1

∇f · n1

=

∫ 2π

0

log(4φ(t))

4φ(t)
2(2 cos(t), sin(t)) · n2(t) dt

+

∫ 2π

0

log(φ(t))

φ(t)
(cos(t), sin(t)) · n1(t) dt

=

∫ 2π

0

log(4φ(t))

4φ(t)
4φ(t) dt−

∫ 2π

0

log(φ(t))

φ(t)
φ(t) dt

=

∫ 2π

0

log(4φ(t))− log(φ(t)) dt

=

∫ 2π

0

log(4) + log(φ(t))− log(φ(t)) dt

=

∫ 2π

0

log(4) dt = 2π log 4.

• Lavoro: (teorema di Green)∫
∂D+

F · τ =

∫
D

rotF =

∫
D

rot∇f = 0.

6. Integro per fili. Per ricavare l’insieme di x e y pongo x2 + y2 = 2 +
√
x2 + y2. In pratica,

risolvo ρ2 = 2 + ρ come equazione di secondo grado:

ρ2 − ρ− 2 = 0 ⇒ ρ =
1 +
√

1 + 8

2
= 2.

Sia quindi D = {x2 + y2 ≤ 4} ∩ {x ≤ 0}.

I =

∫
D

x√
x2 + y2

∫ 2+
√
x2+y2

x2+y2
1 dz dx dy

=

∫
D

x√
x2 + y2

(
2 +

√
x2 + y2 − (x2 + y2)

)
dx dy

=

∫ 3π/2

π/2

cos(θ)dθ

∫ 2

0

(2 + ρ− ρ2)ρ dρ

= −2
[
ρ2 +

ρ3

3
− ρ4

4

]2
0

= −2(4 +
8

3
− 4) = −16

3
.

4


