- - [OFe,
Funzioni Monotone ?,'

una funzione f: A — B si dice

e strettamente crescente: Vzi, 20 € A, 21 < x5 = f(21) < f(22).
e crescente: Ve, 20 €A, ©1 <xzo = f(x1) < f(xn).
e strettamente decrescente: Vri,x0 € A, 1 < xp = f(x1) > f(xp).
e decrescente: Vi, 20 €A, 1 < xp = f(x1) > f(x2).
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Criterio di Monotonia 1 ?,'

o CRITERIO DI MONOTONIA:
se y= f(x) € una funzione continua e derivabile in (a, b) , si ha:
f'(x) >0 Vaxe(a, b) < [ crescente in (a, b)
f'(x) <0 Vzxe€(a, b) < [ decrescente in (a, b)

e NOTA: per quanto riguarda la monotonia stretta si pud dimostrare che:
f'(x) >0 Vzxe(a, b) = [ strettamente crescente in (a, b)
f'(x) <0 Vze(a, b) = [ strettamente decrescente in (a, b)

non valgono le implicazioni inverse, basta considerare f(z) = x3 , che &
strettamente crescente ma f/(0) = 0.

e ESEMPI: determinare gli intervalli in cui le seguenti funzioni risultano crescenti
e quelli in cui risultano decrescenti.
1. f(x) = 22. Studiando il segno della derivata: f/(z) =2x>0< x>0
si conclude che: f(x) & decrescente per x < 0 ed & crescente per x > 0.
2. g(z) = (z°—=3)e*. Siha: ¢(z) = (2°+2x—-3)e* >0z < —3 oppure x > 1
quindi: f(x) & decrescente per z € (—3, 1) ed & crescente per z ¢ [—3, 1].
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Criterio di Monotonia 2

esempio 1 : y=x2
yﬂ
f(x) = x2
X
DECRESCE | CRESCE
e z <0 fl(x) =22 <0

= f(x) decrescente
oz >0 f'(x) =22 >0
= f(x) crescente
ez=0 f(0)=0
punto di minimo relativo

esempio 2 :
y

y = ||
f(x)= | x|

= X

DECRESCE | CRESCE

e z <0 fllr)=-1<0
= f(x) decrescente

e x>0 f'(x) =4+1>0
= f(x) crescente

Af'(0)

punto di minimo relativo

o r =20
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Punti di Massimo e Minimo Relativi

CRITERIO DI MASSIMO E MINIMO: sia y = f(x) & una funzione
continua e derivabile in (a, b) , si ha:

e T minimo relativo = fi(z) =0
e T massimo relativo = () =0

Cosa si pud dire quando  f(z) =07 con questa unica infor-
mazione nulla, ma:

e Se f'(z) =0, fl(z) >0perz>T e f'(x) <O per x <7z allora
T € un punto di minimo relativo.

e Se f'(z) =0, fl(zx) <Operxz>x e f'(xr) >0 perx <z allora

T € un punto di massimo relativo.
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Massimi e Minimi Relativi - Esempi )

f(x) =x2  Sistudia il segno della derivata: f'(z) =2z >0< z > 0.
Si conclude che: f(x) & decrescente per x < 0 ed & crescente per
x > 0. Quindi O € un punto di minimo relativo.

f(x) = —x2 Si studia il segno della derivata: f/(z) = -2z >0« z < 0.
Si conclude che: f(x) & decrescente per x > 0 ed & crescente per
x < 0. Quindi O € un punto di massimo relativo.

f(x) = 23 Si studia il segno della derivata: f/(z) = 322 > 0 Vz € R.
Si conclude che: f(x) & crescente.
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Funzioni su un Intervallo Chiuso e Limitato

e VVedere se |la funzione e continua e trovare gli eventuali punti di
discontinuita.

e Vedere se |la funzione e derivabile e trovare gli eventuali punti in
Ccui non e derivabile.

e Se |la funzione & continua essa ha certamente massimi e minimi
assoluti (vedi teorema di Weierstrass).

e I candidati punti di massimo assoluti di una funzione continua in
un intervallo chiuso e limitato [a,b] sono i seguenti.

— estremi dell'intervallo: a,b

— valori x € (a,b) in cui la funzione non & derivabile.
Indichiamo con A={z : Af'(2)}

— valori z € (a,b) in cui la funzione & derivabile e f'(z) =0.
Indichiamo con B={z : f(z) = 0}
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Funzioni su un Intervallo Chiuso e Limitato

e I| valore massimo assoluto € il massimo di questo insieme:

{f(a), 5(b),f(2), f(&) |z€ A, zeB}

e I punti di massimo assoluti sono i valori di =z tali che f(x) assume
il valore massimo.

e Il valore massimo assoluto & unico.

e I punti di massimo assoluti non sono necessariamente unici.
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.. - - - - - [OFe,
Esercizi Massimi e Minimi ?,'

ESERCIZIO 1 - Trovare punto di massimo e valore massimo, punto
di minimo e valore minimo della funzione y = 3z —2 per x € [1,2].

SOLUZIONE - La funzione ha come grafico una retta con coeffi-
ciente angolare positivo, dunque e strettamente crescente. Il punto
di massimo € x = 2 e il valore massimo y = 4. Il punto di minimo

~

e x =1 eil valore minimo y = 1.

ESERCIZIO 2 - Trovare punto di massimo e valore massimo, punto
di minimo e valore minimo della funzione y = z2 per z € [0, 5].

SOLUZIONE - La funzione & strettamente crescente in [0,5], quindi:
- il punto di massimo € x = 5 e il valore massimo y = 25.
- il punto di minimo € x = 0 e il valore minimo y = 0.
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.. - - - - - [OFe,
Esercizi Massimi e Minimi ?"

ESERCIZIO 3 - Trovare punto di massimo e valore massimo, punto

di minimo e valore minimo della funzione y = —a3 per z € [2,5].
SOLUZIONE - La funzione & strettamente decrescente in [2,5], I
punto di massimo € x = 2 e il valore massimo y = —8. Il punto di
minimo € x = 5 e il valore minimo y = —125.

ESERCIZIO 4 - Dire se la funzione y = 22+ 1 ha massimo su R.
Dire se |la stessa funzione ha minimo su R.

SOLUZIONE - La funzione non ha massimo, il minimo e z = 0 e
il suo valoree y = 1.

ESERCIZIO 5 - Trovare una funzione definita su tutto R con piu di
un punto di massimo.

SOLUZIONE - y = 1 ha infiniti punti di massimo.

Matematica con Elementi di Statistica - prof. Sergio ROVIDA - 2010-11



.. - - - - - Coe?
Esercizi Massimi e Minimi O,'

ESERCIZIO 6 - Trovare i punti di massimo e minimo ed i rispettivi
valori della funzione
f@) =1

O perO<zxz<1
1l perl<ae<?2

SOLUZIONE - La funzione ha un unico punto di minimo per x = O
con valore minimo y = 0 e ha infiniti punti unico di massimo per
1 <z <2 con valore massimo y = 1.

ESERCIZIO 6 - Trovare i punti di massimo € minimo ed i rispettivi
valori della funzione f(xz) = |x| nell'intervallo [—-2,1].

SOLUZIONE - La funzione ha un unico punto di minimo per x = 0O
con valore minimo y = 0 e un punto unico punto di massimo per
xr = —2 con valore massimo y = 2.
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