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COOPERAZIONE

Esempio: strategie correlate e problema della contrattazione
affrontato da Nash. Per realizzare la cooperazione deve essere
possibile stipulare accordi e deve esserci la possibilita di far rispettare
tali accordi deve esserci una

autorita accettata da tutti i componenti.



Giochi cooperativi ad utilita trasferibile(TU-games o
giochi a pagamenti laterali)

» N € un insieme di giocatori;
» C’é una scala comune di misura per le funzioni di utilita;

» Le possibili coalizioni si possono procurare una certa utilita e in
seguito spartirsela all'interno come preferiscono.



Il problema di contrattazione affrontato da Nash?

» l'insieme F su cui contrattano i due giocatori nel problema di
contrattazione di Nash non rappresenta un gioco cooperativo a
pagamenti laterali. Infatti non soddisfa in generale la proprieta
che se una coppia (X,y) € F allora anche ogni coppia
(x+k,,y—k) € F.

» Perché cio accada é necessario che 'insieme F se contiene un
punto (x,y) € F allora contenga anche tutti i punti della retta
y—Y=—X+X

» Il problema di contrattazione affrontato da Nash non rientra nei
giochi a utilita trasferibile. Si potrebbe anche affrontare il
problema dei giochi cooperativi a n giocatori a utilita non
trasferibile (NTU-games) ma richiede tecniche pit complesse.
Qui affronteremo solo il problema dei TU-games.
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Il gioco dei tre musicisti

» Se il primo musicista si esibisce da solo guadagna 100 euro;

» Se il secondo musicista si esibisce da solo guadagna 150 euro;
» Se il terzo musicista si esibisce da solo guadagna 200 euro;

» Il primo e il secondo insieme guadagnano 400 euro;

» Il secondo e il terzo insieme guadagnano 400 euro;

» Il primo e il terzo insieme guadagnano 300 euro;

» |l trio insieme guadagna 600 euro.



Come affrontare il problema?

» Senza tener conto delle coalizioni intermedie potremmo pensare
che se ciascuno si esibise da solo guadagnano
complessivamente 450 euro, quindi esibendosi insieme hanno un
surplus di 150 euro che potrebbero dividersi equamente: 50
ciascuno.

» Si vede subito pero che i primi due suonatori in questo modo
guadagnerebbero 350 mentre se si esibissero da soli
guadagnerebbero 400 e quindi potrebbero non accettare
l'accordo.

» quindi & insensato non tener conto della “forza” delle coalizioni
intermedie.



Assunti

Esiste un certo tipo di bene (il denaro) che gode di due proprieta:
» Puo essere trasferito da un giocatore a un altro in una qualunque
quantita;
» E possibile fissare una scala comune a tutti i giocatori per
misurare l'utilita di questo bene;

» | giocatori hanno la possibilita di buttare via se necessario una
certa quantita del bene in questione.



Definizione di gioco cooperativo a utilita trasferibile

» N={1,..,n}
» P(N) é l'insieme dei sottoinsiemi di N: | sottoinsiemi Sdi N
(S C N) vengono detti coalizioni .
» v: P(N) — Runa applicazione tale che v(§)) = 0.
Gioco a pagamenti laterali o a utilita trasferibile o TU-gam e: La
coppia (N, v) si dice “gioco a pagamenti laterali”. Interpretazione:
» N e l'insieme dei giocatori;
» Ogni gruppo di giocatori SC N € in grado di garantirsi una
somma di denaro v(S);
» Se S= () (cioé non contiene elementi) v(S) é uguale a zero.
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Il gioco dei tre musicisti

> N={1,23},

» v(() =0,

({1}) = 100, v({2}) = 150, v({3}) = 200,
((1,2}) = v({2.3}) = 400,

({1,3}) = 300,

> v({1,2,3}) = 600.
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Esempio: Gioco di maggioranza

» N={1,2,3},

> v(0) =v({1}) =v({2}) = v({3}) =0,

> v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = v({1,2,3}) = 1.
Interpretazione: Per far passare una decisione € necessaria la

maggioranza di N.

Se sono tre individui possono mettersi d’accordo in due e
presumibilmente si divideranno l'utile, oppure mettersi d’accordo tutti
e tre.



Gioco dei guanti

» Abbiamo un insieme N di giocatori, che & partizionato in due
sottoinsiemi L (i giocatori che possiedono esattamente un guanto
sinistro ciascuno) ed R (i giocatori che possiedono esattamente
un guanto destro ciascuno).

» N=LUReLNR=0.

» Data una coalizione S, v(S) & uguale al numero di paia di guanti
che gli elementi d iSriescono a formare.

Esempio: se in Sci sono 3 elementi di L e 5 elementi di R, si ha

V(S) = 3, perché riescono a formare 3 paia di guanti (e ne avanzano
due destri).



Giochi superadditivi

Una importante classe di giochi a pagamenti laterali & costituita dai
giochi superadditivi.

Sia G = (N, v) un gioco a pagamenti laterali. G si dice superadditivo
se:

YVSTCNtc.SNT=0: v(SUT) > v(S) +Vv(T)

» La definizione traduce I'idea che "'unione fa la forza". (In tale
classe rientrano entrambi i giochi degli esempi precedenti).

» Non é scontata in ogni situazione: pud succedere che Se T
siano coalizioni portatrici di interessi tra loro conflittuali e che
quindi la coalizione SU T venga "penalizzata" da contrasti interni
0 che comungue abbia dei risultati inferiori a quelli che Se T
potrebbero avere separatamente.
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Soluzioni

» Se un gioco e superadditivo € conveniente per i giocatori formare
la “grande coalizione” N, ma non é detto che coalizzarsi sia
sempre conveniente.

» Il problema fondamentale, dato un gioco a pagamenti laterali, &
come “spartire i guadagni” tra i giocatori, oppure come spartire i
costi per un gioco dei costi.

» Non c’é una regola “incontestabile”.La teoria non dice quale
“deve essere” la soluzione, bensi analizza le proprieta delle
diverse possibili soluzioni, mettendo in evidenza sia gli aspetti
“positivi” che quelli‘fnegativi”.

Dato un insieme E finito, il numero dei suoi elementi si indica con |E]|.
Quindi N[ indica il numero complessivo dei giocatori. Indichiamo |N|
con n.
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Imputazioni

v

Sia G = (N, v) un gioco a pagamenti laterali.

v

Un elemento X = (X, ..., Xn) € R si dice allocazione.

v

Se un’allocazione X verifica ¥ ;X; = v(N), allora X viene detta
pre-imputazione.

v

Una pre-imputazione che soddisfa anche la condizione
Xi > v({i}) Vi € N viene detta imputazione.



Imputazioni

» Una pre-imputazione € una ripartizione di v(N) tra i giocatori.

» Per i giochi superadditivi & ragionevole immaginare che si formi
la grande coalizione N e che quindi una "soluzione" debba
consistere nello scegliere una o piu di una possibile ripartizione
di v(N).

» La condizione X' X = v(N), pud essere "letta" come:

21, X < V(N), (che per i giochi superadditivi rappresenta una
condizione di fattibilita) e

Y1, X > v(N), che rappresenta invece una condizione di
efficienza o di "razionalita collettiva".

» La condizione X; > v({i}) € interpretabile come condizione di
"razionalita individuale" per il giocatore i.
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Imputazioni

» Trovare le imputazioni del gioco di maggioranza,

» Provare che se (N, v) & superadditivo, allora il gioco ha
imputazioni.



Nucleo

» Abbiamo introdotto, a livello di interpretazione, I'idea di
razionalita collettiva e di razionalita individuale.

» Esistono anche a condizioni di razionalita "intermedia”, che sono
date evidentemente da condizioni del tipo: XicsX > v(S), dove S
€ una generica coalizione.

» Questa idea elementare porta immediatamente ad uno dei
concetti chiave di "soluzione" per un gioco a pagamenti laterali: &
l'idea di nucleo.



Nucleo

Sia G = (N, v) un gioco a pagamenti laterali.

Il nucleo di G é I'insieme di tutte le allocazionidi  R" che
soddisfano alle seguenti condizioni: YiesXi > v(S) perogni SCN,
SienXi < V(N),



Esempi

ESEMPIO di gioco con nucleo vuoto  SiaN = {1,2} e siaG = (N, V)
un gioco a pagamenti laterali, con v({1}) = v({2}) = 1e v({1,2}) = 0.
Si vede facilmente che tale gioco non ha imputazioni, quindi ha
nucleo vuoto. Non € inoltre un gioco superadditivo.



Nucleo del gioco di maggioranza

Il "gioco di maggioranza" & invece un esempio di gioco superadditivo
con nucleo vuoto. Gioco di maggioranza. E superadditivo e questo
implica avere imputazioni, dunque la seconda condizione della
definizione di nucleo é garantita; supponiamo che

YiesXi > V(S) VS C N. Deve valere per tutte le coalizioni S, in
particolare per Scon 2 elementi.

X1+ X > V({l, 2}) =1

Xi+Xs>v({1,3}) =1

Xo + Xz > V({Z, 3}) =1

Sommando membro a membro si ottiene: 2(X; + Xz + X3) > 3;

Ma X; 4+ Xz + X3 = 1, allora dalla disequazione 2(X; + Xz + X3) > 3 si
ottiene 2 > 3, cioe un assurdo, quindi il nucleo € vuoto.
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Nucleo del gioco dei Guanti

Vediamo ora un esempio con nucleo non vuoto.

Gioco dei guanti. Supponiamo che |L| = 2 < |R| = 3, detto

N = {1, 2, 3r, 4r, 5r} I'insieme dei giocatori (due con un guanto
sinistro e gli altri tre con un guanto destro): si ha v(N) = 2.

» (1,1,0,0,0) sta nel nucleo.

» E l'unico elemento del nucleo. Infatti se X, + X5 < 2e Xz, >0,
abbiamo che Xy + Xo + Xa; + X5, = V(N) — X3, < 2, che &
assurdo perché la coalizione S= {1, 2, 4r, 5r} ha "costruito"
due paia di guanti; quindi deve necessariamente essere Xz, =0
e per un analogo argomento anche X4, = Xs, = 0,

> dunque Xy, + X5, = 2.

» Inoltre se X3, > 1e X5 < 1, siavrebbe Xy + X3, < 1, ma allora
1> Xy + X3, > Vv({2,3r}) = 1 che & evidentemente impossibile,
allora non si puo altro che avere X;, = Xp = 1.
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Giochi semplici.

» In Sociologia e nelle Scienze Politiche, i giochi cooperativi ad
utilita trasferibile sono stati utilizzati per studiare svariati contesti
decisionali che comprendono al loro interno uno scrutinio
elettorale.

» Si consideri un dato insieme N di n "giocatori".

» Siimmagini una regola la quale dice quale requisito debba
soddisfare un gruppo di giocatori per essere in grado di far
passare una decisione.

» In questo contesto € naturale pensare ad un gioco in cui ogni
gruppo € o vincente o perdente, nel senso che o ottiene di far
passare la propria decisione o non ottiene di farla passare.

» Lidea e quella di costruire un gioco in cui ogni coalizione S¢e o
vincente (v(S) = 1) o perdente (v(S) = 0),

v:P(N) — {0,1}.
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Gioco semplice

Un gioco a pagamenti laterali (N, v) si dice semplice se:
VSC N, v(S) = 1 oppure v(S) = 0cioé v: P(N) — {0, 1} e inoltre
v(N) =1



Gioco semplice

» Linterpretazione € che la coalizione Sche ha valore 1 possa
decidere sul problema senza l'aiuto dei giocatori al di fuori di S.

» Per questo motivo, queste coalizioni sono chiamate vincenti.

» Si noti che nella definizione di gioco semplice, la coalizione N di
tutti i giocatori & in grado di aggiudicarsi 1.



Consiglio dellONU

Sia N = {1,..., 15} l'insieme dei membri del’ONU, di cui 5 sono
permanenti, mentre gli altri non sono permanenti. Una coalizione
SC N & "vincente" se

{1,..,5)CS

IS >9

Come e fatto il nucleo di questo gioco?



Giocatore di veto

Lesempio sul Consiglio del’lONU ci permette di introdurre un altro
concetto connesso ai giochi semplici, quello di giocatore di veto.

Gli stati permanenti del Consiglio di Sicurezza hanno infatti la
possibilita di porre il loro veto alle scelte decisionali del Consiglio
stesso. Questa proprieta nei termini formali della teoria si traduce
nella seguente definizione:

"giocatori di veto". Sia G = (N, v) un gioco semplice. Un elemento
i € N si dice giocatore di veto se

VSCNigS=v(§ =0



Dittatore

Sia (N, v) un gioco semplice e sia (X, ..., Xn) un’imputazione. i & detto
“dittatore" se v(i) = 1.
Essere dittatore non implica avere diritto di veto.



Giocatori di veto

Dato un gioco semplice G = (N, v), il suo nucleo € non vuoto se e
solo se c’é almeno un giocatore di veto.

Dimostrazione. (=) Si supponga che v non abbia giocatori di veto.
Allora, per ogni i € N, esiste una coalizione SC N tale chei ¢ Se
v(S) = 1. Per un'imputazione X che sta nel nucleo, abbiamo che:
EjeNXj = V(N) =1

TjgiX = YjesX 2 V(§) = 1

Quindi X; = 0 per ogni i € N, e percid X non pud essere
un’imputazione. Questa contraddizione prova che il nucleo € vuoto.



Giocatori di veto

(<) Si supponga ora che v abbia almeno un giocatore di veto. Sia S
I'insieme di tali giocatori di veto |§ > 1) Sia X un’ allocazione tale che
YiesXi=1

conX;>0VieSeX,=0peri ¢S

Se T e una coalizione vincente, SC T e poiché la somma delle
componenti dell’allocazione in Sdeve essere pari ad 1 si ottiene
SietXi > BiegXi = Vv(T)

quindi X rispetta la razionalita intermedia per ogni T C N oltre che
quella individuale e collettiva. Quindi X appartiene al nucleo.



